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0. Einleitung | 

Diese Arbeit beschaftigt sich mit dem Zusammenhang zwischen Bewertungsspektrum 

und rigider Geometrie. Insbesondere wollen wir die Sichtweise darstellen, die das 

Bewertungsspektrum fur die rigide Geometrie liefert. 

Fir die gesamte Einleitung fixieren wir einen vollstandigen Rang 1 bewerteten Kérper 

k. In der rigiden Geometrie ordnet man gewissen k-Banachalgebren, den sogenannten 

k-affinoiden Algebren, geometrische Objekte zu, die man k-affinoide Varietaten nennt. 

Der zugrundeliegende Raum einer k-affinoiden Varietat Sp A zu einer k-affinoiden Al- 

gebra A ist die Menge Max A der maximalen Ideale von A, versehen mit einer Gro- 

thendiecktopologie. Raume, die durch Verkleben k-affinoider Varietaten entstehen, 

bezeichnet man als k-analytische Varietaten. 

Zwei wesentliche Gesichtspunkte dieser Arbeit sind: 

(1) Wir definieren eine -gewisse Klasse topologischer Ringe, die wir als f-adische 

Ringe bezeichnen, und konstruieren zu jedem f-adischen Ring,.der einer gewis- 

sen Noetherizitatsbedingung geniigt, einen lokal geringten Raum Spa A. Diese 

,noetherschen* f-adischen Ringe umfassen zum Beispiel die strikt noetherschen 

k-Banachalgebren (insbesondere die k-affinoiden Algebren) und die noetherschen 

adischen Ringe. (Wir betrachten hier ausschlieflich kommutative Ringe.) Lokal 

geringte Raume, die lokal isomorph zu Raumen der Form Spa A sind, nennen wir 

analytische oder adische Raume. 

(2) Indem wir einer k-affinoiden Varietat Sp A den analytischen Raum Spa A zuord- 

nen, erhalten wir einen Funktor von der Kategorie der k-affinoiden Varietaten 

in die Kategorie der analytischen Raume. Dieser Funktor setzt sich kanonisch 

fort zu einem volltreuen Funktor r von der Kategorie aller k-analytischen Va- 

rietaten in die Kategorie der analytischen Raume uber k. Der Ubergang von 

einer k-analytischen Varietat X zu dem analytischen Raum r(X) ist ungefahr 

zu vergleichen mit dem Ubergang von einer algebraischen Varietat zu dem zu- 

gehorigen Schema in der algebraischen Geometrie oder mit dem Ubergang von 

einem semialgebraischen Raum zu dem zugehorigen reell abgeschlossenen Raum 

in der semialgebraischen Geometrie ([S;]). Der. Vorteil des Ubergangs von X 

zu r(X) besteht darin, daB sich dadurch die rigide Geometrie zum Teil besser 

verstehen laBt und sich manche Probleme einfacher Idsen lassen. 

 



Wir wollen etwas naher auf die eben genannten Punkte (1) und (2) eingehen. Jede 

k-affinoide Algebra hat eine beschrankte additiv abgeschlossene Nullumgebung, eine 

beschrankte multiplikativ abgeschlossene Nullumgebung und eine topologisch nilpo- 

tente Einheit. Topologische Ringe, die diese Eigenschaften besitzen, nennen wir Tate- 

Ringe. Man kann sich leicht tiberlegen, daB die Tate-Ringe genau die topologischen 

Ringe der folgenden Bauart sind: Seien A ein Ring und s ein Nichtnullteiler von A. 

Die Lokalisation A, versehen wir mit der Gruppentopologie, so daf {s"A | n € N} 

ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist. Dann ist A, ein topologischer Ring. 

Da A eine additiv und multiplikativ abgeschlossene und beschrankte Nullumgebung 

und s eine topologisch nilpotente Einheit ist, ist As ein Tate-Ring. 

Wir wollen zu einem Tate-Ring A einen analytischen Raum konstruieren. Die Menge 

der maximalen Ideale von A als zugrundeliegende Menge zu nehmen, ist aus vieler- 

lei Griinden nicht sinnvoll. (Zum Beispiel zeigen schon die einfachsten Beispiele von 

Ringhomomorphismen zwischen vollstandigen Tate-Ringen, dai das Urbild eines ma- 

ximalen Ideals im allgemeinen kein maximales Ideal ist.) Stattdessen arbeiten wir 

mit Bewertungen von A. Wir benutzen hier die klassische Definition einer Bewertung 

eines Ringes aus [B], VI.3.1. Ist v: A + I'4o eine Bewertung von A mit Wertegruppe I 

( wir schreiben in dieser Arbeit alle Bewertungen additiv), so heift v stetig, wenn die 

Abbildung v stetig beziiglich der Ringtopologie auf A und der Anordnungstopologie 

auf I’, ist. Wir setzen 

(*) ‘ont (A): = {v|v  stetige Bewertung von A}. 

(Genauer definieren wir Cont (A) als die Menge der Aquivalenzklassen der stetigen 

Bewertungen von A, wobei die Aquivalenz von Bewertungen von A entsprechend 

wie im K6rperfall definiert ist.) Cont (A) versehen wir mit der Topologie, die von den 

Mengen {v € Cont (A) | v(a) > v(b) 4 co} (a,b € A) erzeugt wird. Ein entscheidender 

' Punkt fur die gesamte Arbeit ist das Ergebnis, da8 Cont (A) ein spektraler Raum ist 

(d-h. homéomorph zum Zariski-Spektrum eines Ringes). Bei spektralen Raumen 

spielen die konstruierbaren Teilmengen ([EGA*], 0.2.3) eine wichtige Rolle. Die 

die Topologie definierenden Mengen {v € Cont(A) | v(a) > v(b) 4 oo} sind im 

allgemeinen nicht konstruierbar. Um die konstruierbaren Teilmengen von Cont (A) 

beschreiben. zu kénnen, treffen wir eine aus der rigiden Geometrie wohlbekannte 

Definition: Eine Teilmenge U von Cont (A) heiSt rational, wenn es fo,...,fn € A 

gibt, so daB U = {uv € Cont(A) | v(fi) > v(fo) # oo fir 2 1,...,n} und 

A= foAt+...+ fyA. Die rationalen Teilmengen besitzen die wichtige Eigenschaft, 

da8 sie konstruierbar sind und eine Basis fiir die Topologie von Cont (A) bilden.



Bei der Definition der Strukturgarbe auf Cont(A) gehen wir entsprechend wie in 

(T], 7.1 vor. Dort wird jeder affinen Teilmenge U einer k-affinoiden Varietat eine k- 

_ affinoide Algebra zugeordnet, die einer gewissen universellen Eigenschaft geniigt. An- — 

stelle der Kategorie der k-affinoiden Algebren und des Funktors Max betrachten wir 

hier die Kategorie der vollstandigen Tate-Ringe und den Funktor Cont, und kénnen 

dann mit der entsprechenden universellen Eigenschaft jeder rationalen Teilmenge U 

von Cont (A) einen Tate-Ring O,(U) zuordnen. Da die rationalen Teilmengen eine 

Basis der Topologie von Cont (A) bilden, erhalten wir eine Pragarbe O, topologi- 

scher Ringe auf Cont (A). Im allgemeinen ist O, keine Garbe. Oy, ist eine Garbe 

topologischer Ringe, wenn A strikt noethersch ist (d.h. fiir jedes n € N ist der Ring 

A(X4,.. Yn) der strikt konvergenten Potenzreihen tiber der Vervollstandigung A 

von A noethersch). Jede Bewertung x € Cont (A) setzt sich kanonisch fort zu einer 

Bewertung v, des Halms O4,. Dieser ist lokal und vz hat das maximale Ideal als 

Trager. Das Tripel X = (Cont (A), 04, (vz | 2 € Cont (A))) nennen wir den affinoi- 

den analytischen Raum zu A. Ist B ein weiterer strikt noetherscher Tate-Ring und 

Y = (Cont (B), Og, (vz | « € Cont (B))) der affinoide analytische Raum zu B, so de- 

finieren wir die Morphismen X — Y als Paare (y, »), wobei y: Cont (A) — Cont (B) 

eine stetige Abbildung und 7): Og — yO, ein Morphismus topologischer Garben ist, 

so da fir jedes x € Cont (A) der induzierte Ringhomomorphismus Og (2) > OA,2 

mit den Bewertungen v,(,) und vz vertraglich ist. Die Morphismen X — Y entspre- p(x 
chen dann cineindeutig den stetigen Ringhomomorphismen BoA, 

Der passende Rahmen zur Definition allgemeiner analytischer Raume ist die Kategorie 

(VL )top, deren Objekte Tripel (X,O, (vz | « € X)) sind, wobei X ein topologischer 

Raum, O eine Garbe topologischer Ringe auf X mit lokalen Halmen O, und jedes vz 

eine Bewertung von QO, mit Trager im maximalen Ideal von O, ist, und deren Mor- 

phismen entsprechend wie die Morphismen zwischen affinoiden analytischen Raumen 

definiert sind. Die Kategorie der analytischen Raume ist definiert als die volle Unter- 

kategorie von (VL)top bestehend aus den Objekten von (VL)zop, die lokal isomorph 

zu affinoiden analytischen Raumen sind. 

Bei der obigen Definition eines affinoiden analytischen Raums waren wir etwas un- 

genau, denn die Struktur eines Objekts (X,O, (vz | x € X)) von (VL)top ist nicht 

allein durch die Garbe O bestimmt, sondern zusatzlich durch die Familie von Bewer- 

tungen (vz | z € X) oder durch die Garbe OF mit OF(U): = {s € O(U) | vz(s) > 0 

fiir jedes x € U}. Dem entsprechend kann man nicht einem Tate-Ring, sondern nur 

einem Paar (A, At), wobei A ein Tate-Ring und At ein Unterring von A ist, einen 

affinoiden analytischen Raum zuordnen. Da durch (A, At) eine affinoide Situation
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- beschiieben wird; iennen wir (A, At) einen affinoiden Ring. Den analytischen Raum 

~ du (A, At) bezeichnen wir mit Spa (A; At). Det Spa (A, At) dugritideliegende topo- 

logische Raum ist die prokonstruierbare Teilmenge {v € Cont (4) | v(a) > 0 fiir jedes 

4 € At} von Cont (A). 

| Wir erlautern nun die Beziehung zwischen den analytischen Varietaten der rigiden 

Geometrie und den hier definierten analytischen Raumen. Sei A eine k-affinoide Al- 

 gebra. Zu A betrachten wir die analytische Varietat Sp A = (Max A,O) und den 

- analytischen Raum Spa(A, A°) = (Spa (A, A°), A), wobei A° der Ring der potenz- 

beschrankten Elemente von A ist. Fur jedes maximale Ideal.m von A ist A/m eine 

~ endliche Erweiterung von k, und deshalb setzt sich die Bewertung von k eindeutig 

fort zu einer Bewertung am ‘von A mit Trager m. Es ist am € Spa(A,A°). Auf 

diese Weise betrachten wir Max A als Teilmenge von Spa(A, A°). Der entscheidende 

Punkt ist nun, daS Max A c-dicht in dem spektralen Raum Spa(A, A°) ist, d.h. fir 

jede nichtleere konstruierbare Teilmenge Q von Spa(A, A°) ist QM Max A # §. Zum 

Beweis dieser Tatsache benutzen wir das modelltheoretische Ergebnis, da8 die Theo- 

rie der algebraisch abgeschlossenen Kérper mit nichttrivialer Bewertungsteilbarkeit 

Quantorenelimination besitzt. (Ist die Bewertung von k diskret, so kann man die- 

ses modelltheoretische Argument vermeiden (siehe (3.5.11)). Aus der c-Dichtheit von 

Max A in Spa(A, A?) folgt: | 

- QQ QNMaxA ist eine Bijektion von der Menge der rationalen Teilmengen von 

Spa(A, A°) auf die Menge der rationalen Teilmengen von Max A. 

- Sind U eine rationale Teilmenge von Spa (A, A°) und (U; | 7 € J) eine Familie 

rationaler Teilmengen von Spa(A,A°), so gilt U = Lui genau dann, wenn 

161 

(U;N Max A |i € J) eine zulassige Uberdeckung von UN Max A ist. 

Hieraus ergibt sich, da8 die Kategorie der Garben auf.der Topologie von Spa (A, A°) 

kanonisch aquivalent ist zu der Kategorie der Garben auf der Grothendiecktopologie 

~. von Max. Unter dieser Aquivalenz entsprechen einander die Strukturgarben A und 

O. 

Ist X eine k-analytische Varietat, die durch Verkleben k-affinoider Varietaten (Sp Ai | 

_4-€.1) entsteht, so ordnen wir X den analytischen Raum r(X) zu, der durch das 

- entsprechende Verkleben der affinoiden analytischen Raume (Spa(Aj, A?) | 7 € J) 

-entsteht. Dies gibt einen volltreuen Funktor. r von der Kategorie der analytischen 

Varietaten tiber k in die Kategorie der analytischen Raume tiber Spa (k, k°). 

Aus der c-Dichtheit von Max A in Spa(A, A®°) ergibt sich die folgende Beschreibung 

der Punkte von Spa(A, A®), die van der Put in [P] bewiesen hat. Eine Menge F von



rationalen Teilmengen von Max A heift Filter, wenn (i) Max A € ¥,0@ ¢ F; (ii) Sind 

X,Y € F, so ist XNY € F; (iii) Ist X € F und ist Y eine rationale Teilmenge 

von Max A mit X g Y; so ist Y € F; (iv) Sind Xj,...,X» tationale Teilmengen 

von Max A, so dag Ux € F, so ist X; € F fiir eini € {1,...,n}. Man hat eine 

=] 

Bijektion von Spa (A, A°) auf die Menge der Filter von rationalen Teilmengen von 

Max A durch Spa (A, A°) 3 t+ {QNMaxA | Q rationale Teilmenge von Spa (A, A°) 

mit x € Q}. 

Bisher haben wir nur Tate-Ringe behandelt. Aber in der algebraischen Geometrie 

spielt eine andere Klasse topologischer Ringe eine wichtige Rolle, namlich die adischen 

Ringe. Es stellt sich heraus, dafi auch fiir adische Ringe die obige Definition (+) von 

Cont (A) durchaus sinnvoll ist. Um Tate-Ringe und adische Ringe simultan behandeln 

zu kénnen, betrachten wir die Klasse der f-adischen Ringe: Ein topologischer Ring 

A heift f-adisch, wenn er einen offenen Unterring besitzt, dessen Teilraumtopologie 

adisch mit endlich erzeugtem Definitionsideal ist. (Einen offenen Unterring von A 

mit dieser Eigenschaft nennen wir Definitionsring von A.) Trivialerweise ist jeder 

adische Ring, der ein endlich erzeugtes Definitionsideal besitzt, ein f-adischer Ring. 

Wie oben angegeben, ist auch jeder Tate-Ring ein f-adischer Ring. Fir einen f 

adischen Ring A definieren wir den topologischen Raum Cont (A) genauso wie oben 

fiir Tate-Ringe. Die Definition einer rationalen Teilmenge von Cont (A) ist hier die 

folgende: Eine Teilmenge U von Cont (A) heift rational, wenn es fo, fi,...,fn € A 

gibt, so da8 U = {v € Cont (A) | v( fj) = v(fo) # oo fiir 1 = 1,...,n} und das Ideal 

foA+...+ f,A offen ist. Da fiir einen Tate-Ring der Ring selbst das einzige offene 

Ideal ist, stimmt diese Definition mit der obigen iiberein, falls A tatesch ist. Genauso 

wie fiir Tate-Ringe gilt auch fiir beliebige f-adische Ringe, daf Cont (A) ein spektraler 

Raum ist und die rationalen Teilmengen von Cont (A) konstruierbar sind und eine 

Basis fiir die Topologie von Cont (A) bilden. Abnlich wie fir Tate-Ringe ordnen wir 

jeder rationalen Teilmenge U von Cont (A) tber eine universelle Eigenschaft einen f 

adischen Ring O,(U) zu, und erhalten dadurch eine Pragarbe topologischer Ringe auf 

Cont (A). Fir jedes x € Cont (A) setzt sich die Bewertung x von A kanonisch fort zu 

einer Bewertung vz des lekalen Rings O42. Wie oben angegeben, ist 0,4 eine Garbe, 

wenn A ein strikt noetherscher Tate-Ring ist. Fir beliebige f-adische Ringe kann 

man zeigen, daS O,4 eine Garbe topologischer Ringe ist, wenn A einen noetherschen 

Definitionsring hat. (Ein Tate-Ring, der einen noetherschen Definitionsring hat, ist 

strikt noethersch. Aber die Umkehrung gilt. im allgemeinen nicht.) Wir nennen 

(Cont (A), O4, (vz | x € X)) den affinoiden adischen Raum zu dem Ring A. (Genau
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genommen kann man nicht einem f-adischen Ring einen adischen Raum zuordnen, 

sondern nur einem affinoiden Ring, d-h. einem Paar (A, At), wobei A ein f-adischer 

Ring und At ein Unterring von A ist. Den adischen Raum zu (A, At) bezeichnen 

wir wieder mit Spa(A,A*).) Die Kategorie der adischen Raume ist definiert als die 

volle Unterkategorie von (VL)iop bestehend aus den Objekten von (VL)top, die lokal 

isomorph zu affinoiden adischen Raumen sind. 

Indem man jedem noetherschen affinen formalen Schema Spf A den adischen Raum 

Spa(A, A) zuordnet, erhalt man einen Funktor von der Kategorie der noetherschen 

affinen formalen Schemata in die Kategorie der affinoiden adischen Raume. Dieser 

Funktor setzt sich kanonisch fort zu einem volltreuen Funktor von der Kategorie der 

_lokal noetherschen formalen Schemata in die Kategorie der adischen Raume. 

_In vielen grundlegenden Eigenschaften verhalten sich affinoide analytische Raume wie 

man es von affinoiden analytischen Varietaten gewohnt ist. Der Grund hierfiir ist, daB 

der globale Schnittring O(X) eine topologisch nilpotente Einheit hat. Adische Raume 

stehen zwischen analytischen Raumen und formalen Schemata. Um dies prazisieren 

zu konnen, ist die folgende Definition von Vorteil: Ein Punkt z eines adischen Raumes 

X heift analytisch, wenn z eine offene Umgebung U in X besitzt, so da® der durch U 

gegebene offene Teilraum von X ein analytischer Raum ist. X,_ bezeichnet die Menge 

aller analytischen Punkte von X. Wir setzen Xnq: = X\Xna. Nach Definition ist Xq 

offen in X und ein analytischer Raum. Der lokal geringte Raum (Xng, O | Xna) ist im 

wesentlichen ein formales Schema. Grob gesprochen entsteht also ein adischer Raum 

dadurch, da8 man ein formales Schema an einen analytischen Raum anklebt.(Es kann 

der Fall eintreten, daB X, = @. Ist X affinoid, so bedeutet dies, daB X der adische 

Raum zu einem diskret topologisierten Ring A ist. Dann ist X im wesentlichen einfach 

das affine Schema zu dem Ring A.) 

Ein wesentlicher Grund, warum wir uns nicht auf tatesche Ringe und adische Ringe ’ & § 

beschranken kénnen, sondern allgemeine f-adische Ringe betrachten miissen, ist der 

folgende. Seien A ein f-adischer Ring und S der adische Raum zu A. Dann kann man 

jedem Schema X lokal von endlichem Typ tiber Spec A auf kanonische Weise einen 

adischen Raum zuordnen, den wir mit X Xspec4 5 bezeichnen. Aber selbst wenn A 

adisch ist, benotigt man, um X Xgpec 4 S zu beschreiben, f-adische Ringe, die weder 

tatesch noch adisch sind. 

Das Herazstiick dieser Arbeit ist Kapitel 3, in dem wir analytische und adische Raume 

definieren, ihre Beziehung zu rigid analytischen Varietaten und formalen Schemata 
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herstellen und einige Eigenschaften untersuchen. Erwahnt seien hier die beiden 

Hauptergebnisse tiber koharente Garben: 

- Sei X ein affinoider analytischer oder adischer Raum. Sei y: X — SpecOx(X) 

der kanonische Morphismus lokal geringter Raume. Dann ist M + y*(M) eine 

Aquivalenz zwischen der Kategorie der endlich erzeugten Ox(X )-Meduln und 

der Kategorie der koharenten Ox-Moduln. 

- Sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus adischer Raume. Sei Y affinoid und sei 

F ein koharenter Ox-Modul. Fiir jedes p € No ist dann R? f,F ein koharenter 

Oy-Modul. Genauer: H?(X,F) ist ein endlich erzeugter Oy(Y)-Modul und 

R? f,F ist der koharente Oy-Modul zu dem Oy(Y)-Modul H?(X, F). 

Dabei definieren wir hier eigentliche Morphismen anders als in der rigiden Geometrie. 

In der rigiden Geometrie kann man die eigentlichen Morphismen nicht als die uni- 

versell abgeschlossenen Morphismen charakterisieren. (Denn zum Beispiel jede offene 

Einbettung zwischen k-affinoiden Varietaten ist universell abgeschlossen.) Deshalb ° 

definiert man eigentliche Morphismen analytischer Varietaten durch Schrumpfungen 

von Uberdeckungen. Jedoch in der Kategorie der analytischen oder adischen Raume 

macht der Begriff universell abgeschlossen durchaus Sinn. Wir definieren deshalb 

auch: Ein Morphismus zwischen analytischen oder adischen Raumen heift eigentlich, 

wenn er separiert, von endlichem Typ und universell abgeschlossen ist. Die Bezie- 

hung zu den eigentlichen Morphismen k-analytischer Varietaten ist die folgende. Sei 

f:X - Y ein Morphismus zwischen k-analytischen Varietaten. Seien r(X) und r(Y) 

die zu X und Y assoziierten analytischen Raume und r(f):r(X) — r(Y) der durch f 

induzierte Morphismus. Dann gilt: Ist f eigentlich, so ist auch r(f) eigentlich. Ist die 

Bewertung von k diskret, so kann man mit Hilfe eines Ergebnisses von Liitkebohmert 

({Lii]) auch die Umkehrung zeigen: Ist r(f) eigentlich, so ist auch f eigentlich. 

Wir erwahnen hier zwei Beispiele adischer Raume, die in (3.7.5) und (3.10.8) naher 

ausgefiihrt sind. 

- Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, der vollstandig in der m-adischen Topo- 

logie ist. Wir nehmen an, da A von gleicher Charakteristik ist. Sei X der adi- 

sche Raum zu dem affinoiden Ring (A, A). X hat genau einen nichtanalytischen 

Punkt ¢, namlich die triviale Bewertung von A mit Trager m. Wir betrachten 

den analytischen Raum X, = X\{t}. Es gibt einen vollstandigen Rang 1 bewer- 

teten Koérper K, so daB jeder Punkt von X, eine offene Umgebung hat, die der 

analytische Raum assoziiert zu einer -analytischen Varietat ist, aber es gibt im 
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allgemeinen keine analytische Varietat Y, so daB X,_ der zu Y assoziierte analy- 

tische Raum ist. Man kann also sagen, daf Xq4 durch Verkleben K-analytischer 

Varietaten entsteht, wobei jedoch die Klebemorphismen keine K-Morphismen 

sind. | | . 

- In diesem Beispiel betrachten wir Mumford’s Konstruktion semiabelscher Sche- 

“mata ({Mu]). Sei A ein exzellenter normaler Integritatsbereich, der mit ei- 

ner vollstandigen adischen Topologie versehen ist. Seien G ein Torus iiber 

S:= SpecA und Y C G(K) ein Periodengitter, das eine Polarisation besitzt. 

(K ist der Quotientenkérper von A.) Zu dem Datum (G,Y) konstruiert Mum- 

ford in [Mu] ein semiabelsches Gruppenschema G itiber S. Dabei stellt man 

sich G als den ,Quotienten“ von G nach Y vor. Diese Vorstellung lat sich in 

der Kategorie der adischen Raume prazisieren, denn es gilt das folgende: Sei A 

der adische Raum zu dem affinoiden Ring (A, A). Seien GxgRundGxgR 

die zu G und G assoziierten adischen Raume. Dann gibt es einen Morphismus 

p:G xs R— G xg R, so da8 in der Kategorie der adischen Raume (G xg R, p) 

der Quotient von G xg R nach einer abgeschlossenen Untergruppe L von G xg R 

ist. Dabei ist L — R ein Gitter iber R, dessen Rang faserweise variiert. 

Wir nehmen nun an, daf & reell abgeschlossen ist. In der reellen algebraischen 

Geometrie interessiert man sich ftir die Mengen X(k) der k-rationalen Punkte von 

algebraischen Varietaten X tiber k. Um zum Beispiel die topologischen Eigen- 

schaften von X(k) untersuchen zu kénnen, betrachtet man X(k) als semialgebrai- 

schen Raum (d.h. man versieht X(k) mit einer gewissen Grothendiecktopologie 

und Strukturgarbe ((DK])). Wir kénnen nun statt einer algebraischen Varietat tiber 

k eine rigid analytische Varietat X = (X,O) tiber & betrachten. Ein Vorschlag, 

wie man in diesem Fall die Menge X(k) der k-rationalen Punkte von X in Ana- 

logie zu den semialgebraischen Raumen mit einer geometrischen Struktur verse- 

hen kann, ist der folgende (einfachheitshalber nehmen wir an, da& X quasisepa- 

riert ist). Die zulassigen offenen Teilmengen von X(k) sind die Mengen der Form 

{x € X(k) NV | ei(z) > 0,...,cn(x) > 0}, wobei V eine quasikompakte zulassige 

offene Teilmenge von X ist und c1,...,c, € O(V)*. Die zulassigen Uberdeckungen 

sind die endlichen Uberdeckungen. Sei U eine zulassige offene Teilmenge von X (k). 

Eine Abbildung f:U —- k nennen wir Wurzelfunktion, wenn es eine zulassige offene 

Teilmenge V von X, ein normiertes Polynom p(T’) € O(V)[T] und natiirliche Zahlen 

m,n gibt, so daB U C V und fiir jedes « € U das Polynom p(x)(T) € &[T] genau 

m Nullstellen a(x) < a2(x) < ... < @m(x) in k hat, die Diskriminante von p(z)(T) 

nicht verschwindet und f(x) = an(zx). Fir jede zulassige offene Teilmenge U von X(k) 
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sei A(U) die Menge aller Funktionen f:U — k, die sich lokal (in der Grothendieck- 

topologie von X(&)) durch Wurzelfunktionen approximieren lassen, d.h. zu jedem . 

€ > 0 gibt es eine zulassige Uberdeckung (U; | i € I ) von U und Wurzelfunktionen . 

fj: Uj + k (4 € 7), so dab | f(x) — fi(x) |< ¢ fiir jedes ¢ € I und jedes x € U;. Dann ist 

A(U) eine k-Banachalgebra und U + A(U) eine Garbe auf X(k). Dies ist die Struk- 

turgarbe von X(k). Ahnlich wie hier angedeutet wird in [Hu] allgemeiner zu jedem 

analytischen oder adischen Raum ein ,semialgebraischer“ Raum konstruiert. Dies 

erlaubt es, analytische und adische Raume von einem semialgebraischen Standpunkt 

aus zu betrachten. 

Kapitel 1 und 2 haben vorbereitenden Charakter fiir Kapitel 3. Kapitel 2 beschaftigt 

sich mit einigen allgemeinen Eigenschaften f-adischer Ringe. In Kapitel 1 wird eine ftir 

die gesamte Arbeit wichtige Grundlage dargelegt. Denn zur Untersuchung des oben 

definierten topologischen Raumes Cont (A) ist es fiir viele Fragen wichtig, Cont (A) als 

Teilraum eines groBeren topologischen Raumes zu betrachten, namlich als Teilraum 

des Bewertungsspektrums von A. Das Bewertungsspektrum SpvA von A ist die 

Menge der Aquivalenzklassen der Bewertungen von A. Wir versehen hier Spv A mit 

der Topologie J, die von den Mengen {v € SpvA | v(a) > v(b) # co}(a,b € A) 

erzeugt wird. Es gibt aber noch weitere sinnvolle Topologien auf Spv A, zum Beispiel 

die Topologie TJ’, die von den Mengen {v € Spv A | v(a) > v(b)}(a,6 € A) erzeugt 

wird. Welche Topologie man auf Spv A wahlt, hangt ab von der Situation, in der 

man das Bewertungsspektrum anwenden méchte. Wir haben fir diese Arbeit unter 

anderem deshalb die Topologie T auf Spv A gewahlt, weil in der rigiden Geometrie 

die zulassigen offenen Teilmengen durch Ungleichungen > definiert werden. Wir 

wollen hier erwahnen, da® im wesentlichen alle Ergebnisse, die wir in Kapitel 1 

fiir (Spv A,7) darlegen, entsprechend auch fir (Spv A,T') gelten. Die, ersten mir 

bekannten allgemeinen Arbeiten tiber das Bewertungsspektrum sind [Pu] und [5]. In 

[S] wird im wesentlichen mit der Topologie T gearbeitet. 

In der Arbeit [Be] werden ebenfalls analytische Raume in Verbindung mit rigider 

Geometrie definiert. Wir wollen hier Berkovich’s Definition analytischer Raume mit 

der Definition aus dieser Arbeit vergleichen. Sei Z ein Kérper, versehen mit einer Rang 

0 oder Rang 1 Bewertung. L sei vollstandig in der Bewertungstopologie. Sei A eine L- 

affinoide Banachalgebra im Sinne der Definition [Be], 2.1.1. Ist L trivial bewertet, so 

ist. A ein f-adischer Ring, der aber nicht unbedingt einen noetherschen Definitionsring 

hat, und ist L Rang 1 bewertet, so ist A ein strikt noetherscher Tate-Ring. Sei 

X = (X, Ox) der in [Be] konstruierte analytische Raum zu A. Ist DL trivial bewertet,



so laBt sich X nur sehr schwer mit den hier definierten adischen Raumen vergleichen. 

Wir gehen nicht naher darauf ein. Ab jetzt sei L Rang 1 bewertet. Wie oben skizziert, 

_ haben wir zu A den analytischen Raum Y = (Cont (A), Oa, (vz | « € Cont (A))). Die 

Beziehung zwischen X und Y kann man folgendermafen beschreiben. 

Wir gehen aus von der Menge Spv A aller Bewertungen von A, von den oben defi- 

nierten Topologien J und T’ auf Spv A, und der Menge Z: = Cont (A) € Spv A aller 

stetigen Bewertungen von A. Wie oben dargelegt, ist (Z,7T | Z) ein spektraler Raum. 

Ebenso kann man zeigen, daf (Z,T | Z) ein spektraler Raum ist. Die beiden Topo- 

logien T | Z und T | Z sind eng miteinander verkniipft, sie sind nadmlich zueinander 

dual (d.h. die abgeschlossenen konstruierbaren Teilmengen von T | Z sind genau die 

offenen konstruierbaren Teilmengen von T |Z). (N.B. Auch T und 7’ sind spek- 

trale Topologien, aber sie sind im allgemeinen nicht zueinander dual.) Seien U = 

(Z,T | Z)min und V =(Z,T |Z )max die Teilraume der minimalen Punkte und ma- 

ximalen Punkte von (Z,7 | Z) und (Z,T' | Z). Als Teilmenge von Spv A stimmen U 

und V iiberein (da T | Z und T’ | Z zueinander dual sind), aber die Topologien auf 

U und V sind verschieden. Aber immerhin sind sie miteinander vergleichbar, namlich 

die Topologie von U ist starker als die Topologie von V. Deshalb gibt es zu jeder 

offenen Teilmenge 5S von V eine offene Teilmenge W von (Z,T | Z) mit S=VOAW. 

Sei 0(S) die grote offené Teilmenge W von (Z,T7 | Z) mit S= VOW. Indem man 

jeder offenen Teilmenge S von V den Ring O,(0(S)) zuordnet, erhalt man eine Garbe 

A auf V. Es gilt: (X,Ox) = (V, A). 

Als Raum der abgeschlossenen Punkte eines spektralen Raumes ist V quasikompakt 

(und da die Spezialisierungen eines jeden Punktes von (Z, T | Z) eine Kette bil- 

den, ist V auch hausdorffsch). Der Raum U macht geometrisch keinen Sinn, da U 

als Raum der minimalen Punkte eines spektralen Raumes total unzusammenhangend 

ist. Dagegen entsprechen die Zusammenhangskomponenten von V genau den Zusam- 

menhangskomponenten von (Z,T | Z) und damit auch den Zusammenhangskompo- 

nenten von (Z,T | Z). Deshalb und da A noethersch ist, hat V nur endlich viele 

Zusammenhangskomponenten. 

Mein herzlicher Dank gilt Professor M. Knebusch und Professor N. Schwartz. Von 

beiden erhielt ich wertvolle Anregungen fiir diese Arbeit. Von Knebusch kam schon 

vor Jahren der Anstof, iber die Beziehung zwischen rigid analytischer Geometrie 

und semialgebraischer Geometrie nachzudenken. Von Schwartz lernte ich durch seine 

Vortrage tiber die Arbeit [S] das Bewertungsspektrum kennen. Desweiteren danke
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ich Prof. L. Gerritzen fir seinen Hinweis auf die Arbeit [Be]. Frau Bonn danke ich 

fur ihr freundliches Tippen dieser Arbeit und ihre gro$e Hilfsbereitschaft dabei.





1. BEWERTUNGSSPEKTRUM 

1.1. DAS BEWERTUNGSSPEKTRUM EINES RINGES 

Zunachst wiederholen wir die Definition einer Bewertung eines Ringes wie sie in (BI, 

VI.3.1 angegeben ist. Sei I’ eine angeordnete abelsche Gruppe. Sei Io. die Menge 

TU {oo}. Wir setzen die Anordnung und die Verkniipfung von IF fort auf Io. durch 

oo +2 = oo fir jedes g € Too. Dadurch wird Too zu i] co > x und £+ 0 

einem angeordneten Monoid. Sei A ein Ring. (Wir betrachten hier ausschlieflich 

kommutative Ringe mit Einselement.) 

Definition 1.1.1. Eine Bewertung von A mit Werten in Io. ist eine Abbildung 

v: A —>+ Too, so da fiir alle z,y € A gilt: 

a) v(« +y) > min{v(z), v(y)} 

b) v(-y) = v(x) + v(y) 
c) v(0) = oo, v(1) =0 

Zu einer Bewertung v: A —~» I. fihren wir eine Reihe von Notationen ein. Die von 

{v(a)|a € A, v(a) # co} erzeugte Untergruppe von I heiSt die Wertegruppe von 

v und wird mit [, bezeichnet. Der Rang von v ist definitionsgema$ der Rang der 

angeordneten Gruppe Ip. Eine wichtige Rolle spielt die von {v(a)|a € A, v(a) < 0} 

erzeugte konvexe Untergruppe von [. Sie wird mit cI’ bezeichnet und heift die 

charakteristische Untergruppe von v. Die Menge v~!(oo) ist ein Primideal von A. 

Es heifSt der Trager von v und wird mit supp(v) bezeichnet. v heift trivial bzw. 

diskret vom Rang | bzw. mikrobial, wenn I, = (0) bzw. Ty, isomorph zu Z bzw. 

(I‘v Joo ein von oo verschiedenes kofinales Element besitzt. Dabei heift ein z € (Ty )oo 

kofinal in (T'y)oo, wenn es zu jedem y ET, einn EN gibt mitn-x>y. 

Sind a, b Elemente von A mit v(a) # v(b), so ist v(a + 6) = min{v(a), v(b)}. Ist I 

ein Ideal von A mit v(z) = 00 fiir jedes 2 € J, so faktorisiert v iber eine Bewertung 

v:A/I —> Too mit vu +1) = v(a). Ist S ein multiplikatives System von A mit 

v(s) # 00 fiir jedes . 

v($) = v(a) — os ). 

Also induziert v eine Bewertung 3: Quot (A/supp(v)) —> Too. Der Bewertungsring 

dieser Bewertung 0 wird mit A(v) bezeichnet und heiSt der Bewertungsring von v. 

Jeder Bewertungsring eines Residuenkorpers Quot (A/p) von A ist der Bewertungsring 

€ S, so faktorisiert v tiber eine Bewertung 6: S~!1A —> Too mit 

einer Bewertung von A.



Zwei Bewertungen v und w von A heifen aquivalent, wenn die folgenden aquivalenten 

Bedingungen erfullt sind. 

i) Fur alle a,b € A gilt 

v(a) > v(b) <=> w(a) > w(d). 

ii) Es gibt einen ordnungstreuen Monoidisomorphismus 

f:(Tv)coo —> (Tw)oo mit w=fov. 

iii) Es ist supp (v) = supp (w) und A(v) = A(w). 

Die Menge der Aquivalenzklassen der Bewertungen von A wird mit Spv A bezeich- 

net. Jeder Ringhomomorphismus f: A —~> B induziert eine kanonische Abbildung 

Spv(f):Spv B —+ SpvA. Fir ein v € SpvB schreiben wir oft auch v]A statt 

Spv(f)(v). Im folgenden unterscheiden wir nicht zwischen einer Bewertung von A 

und ihrer Aquivalenzklasse. 

Sei S die Menge aller Teilmengen Q von Spv A, die sich schreiben lassen als 

k 

Q = {v € Spv Al v(ai) > v(bi),-.-,(aincay) > 0(bin(i))s 
a=] 

v(ci1) 2 v(dii), see » U(Cim(i)) 2 v(dimi)) } 

wobei die a;;, b;;, cj, dij beliebige Elemente aus A sind. S ist eine boolesche Algebra.. 

Fur beliebige a, b € A setzen wir 

Ra(>) = {v € Spv Al v(a) > v(b) 0} 

und allgemeiner fiir a1,...,@n, 01,...,6n € A 

a Gn aj Rap ge) ={) Raz). 

Diese Teilmengen von Spv A heifen rational. Jede rationale Teilmenge von Spv A ist 

ein Element von S und S wird als boolesche Algebra von den rationalen Teilmengen 

erzeugt. Es gilt das einfache Lemma



  

Lemma 1.1.2. i) Zu jeder rationalen Teilmenge X von Spv A gibt es fo, fi,..-, fn € 

Amit X = Ra(#,#,..., 2). 
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ii) Es ist ra(f,.. A Ra (5. . om = 

fo” fo 40 * 99 c(h veterans) 
Ra (FB |i=0,..., n,j =0,...,m) 

Lemma 1.1.3. Seien fo, fi,.- dn € Aund g€A. Sei J das von fo,..., fn erzeugte 

Ideal. Es gelten 

i) Ist g € VI, so ist {v € Spv A] v(f1) > v(fo),---,v(fn) > v(fo), v(g) # co} rational. 

ii) Ist J = A, so ist Ra(#,...,2) = {f € Spv Alo(fi) > o(fo),---, (fe) = v(fo)}. 

Beweis: i) Sei g € VI. Wir zeigen 

(+) Ra(#,....#) 9 Ra(Z) = | 
{v € Spv A|v(fi) > v(fo),.--,0(fn) = v(fo), v(g) # oo } 

Die Relation C ist klar. Wir zeigen D. 

Sei v € SpvA mit v(fi) > v(fo),.--,v(fn) > v(fo), v(g) # 0. Zu zeigen ist, daf 

v(fo) # co. Angenommen, es sei v( fo) = co. Dann ist v( fo) = v(fi) =... =v(fn) = 

oc und damit v(z) = oo flir jedes 7 € VT, insbesondere v(g) = oo, Widerspruch. 

ii) folgt aus (*) mit g = 1. 

Definition 1.1.4. Wir versehen Spv A mit der Topologie 74, die die rationalen 

Teilmengen als Basis hat. Der topologische Raum Spv A = (Spv A,7,) heift das 

Bewertungsspektrum von A. 

Die Topologien 7,4 lassen sich folgendermaBen charakterisieren: Fir die Topologien 

Ta gilt 

i) Fir jeden Ring A und fur jedes a € A ist 

{v € Spv Alv(a) > 0} E Ta 

ii) Ist f: A —+ B ein Ringhomomorphismus, so da’ Spec(f) eine offene Einbet- 

tung von Schemata ist, so ist Spv(/): (Spv B, 7g) —> (Spv A, 74) eine offene 

Einbettung topologischer Raume 

und die 7, sind die schwachsten Topologien, die i) und ii) erfillen, d.h. haben wir zu 

jedem Ring A eine Topologie 7, auf Spv A, so daf i) und ii) gelten fir die Topologien  



T, anstelle der Topologien 7,4, so ist fir jeden Ring A die Topologie 74 schwacher 

als J). 

Bemerkung 1.1.5. i) Ist A ein Korper, so ist (Spv A,Ta) die abstrakte Riemann- 

sche Flache aus [ZS], VI. 17 (mit dem Unterschied, daf in [ZS] die triviale Bewertung 

-ausgeschlossen ist). 

ii) Die Tragerabbildung supp : Spv A —> Spec A, v +> supp (v) ist stetig. 

iii) Sei M die Menge der trivialen Bewertungen von A. Wir versehen M mit der Teil- 

raumtopologie von Spv A. Dann ist supp |M: M —> Spec A ein Homdomorphismus. 

Ein topologischer Raum heift spektral, wenn er homoomorph zu dem Zariski- 

“Spektrum eities Ringes ist. Fiir jeden topologischen Raum hat man den Begriff 

der konstruierbaren Teilmenge ([EGA*], 0.2.3). Eine Abbildung zwischen spektralen 

Raumen heift spektral, wenn sie stetig ist und das Urbild konstruierbarer Teilmengen 

konstruierbar ist. 

Wir wollen nun zeigen 

Satz 1.1.6. Spv A ist ein spektraler Raum und S ist die Menge der konstruierbaren 

Teilmengen von Spv A. 

Ist f: A —> B ein Ringhomomorphismus, so ist das Urbild einer rationalen Teilmenge 

von Spv A unter Spv(f) eine rationale Teilmenge von Spv B. Deshalb ist Spv (f) eine 

spektrale Abbildung. . 

Zum Beweis von Satz (1.1.6) fiihren wir eine Hilfstopologie auf Spv A cin. Sei Teous 

die Topologie auf Spv A, die S als Basis hat. 

Proposition 1.1.7. (Spv A, Zcons.) ist ein kompakter Hausdorffraum. S ist die Menge 

aller Teilmengen von Spv A, die zugleich offen und abgeschlossen sind in der Topologie 

Tcons . 

Beweis: Jede Bewertung v von A definiert eine zweistellige Relation | auf A durch 

a|b <=> v(b) > (a). 

Diese Relation hat die folgenden Eigenschaften 

1) Va,b€ A: ald oder bla 

2) Va,b,c€ A: alb-und b\c => ale



3) Va,b,c€ A: alb und ale => alb+c 

4) Va,b,ceE A: alb => aelbc 

5) Va,b,c€ A: aclbe und 0 Jc => alb 

6) 0 {1 

Aquivalente Bewertungen definieren dieselbe Relation: und nicht aquivalente Bewer- 

tungen definieren verschiedene Relationen. Wir haben deshalb eine injektive Abbil- 

dung von Spv A in die Potenzmenge P(A x A) von A x A, indem wir jede Bewertung 

auf die zugehorige Relation abbilden. Wir identifizieren Spv A mit dem Bild dieser 

Abbildung. Dieses Bild ist gerade die Menge aller zweistelligen Relationen auf A, die 

1) — 6) erfillen. 

Auf {0,1} betrachten wir die diskrete Topologie und {0,1}4*4 = P(A x A) versehen 

wir mit der Produkttopologie. Dadurch wird P(A x A) zu einem kompakten Haus- 

dorffraum. Spv A ist abgeschlossen in P(A x A) und die Teilraumtopologie von 

P(A x A) auf SpvA ist gerade Tcons. Deshalb ist (Spv A, Tcons) ein kompakter 

Hausdorffraum. 

Sei U eine Teilmenge von Spv A, die offen und abgeschlossen in Tcons ist. U ist dann 

offen und kompakt und somit eine endliche Vereihigung von Elementen aus S, also 

selbst ein Element aus S. 

Wir zitieren hier Proposition 7 aus [H]. Mit dieser Proposition werden wir fast alle in 

dieser Arbeit auftretenden spektralen Raume konstruieren. 

Lemma 1.1.8. Sei X ein quasikompakter topologischer Raum. Sei £ die Menge aller 

Teilmengen von X, die zugleich offen und abgeschlossen sind. Sei T eine Tp-Topologie 

auf X, die von einer Teilmenge von £ erzeugt wird. Dann ist (X,7) ein spektraler 

Raum und £ die Menge der konstruierbaren Teilmengen von (X,7T). 

Man rechnet sofort nach, da8 Spv A ein Tp-Raum ist. Somit folgt (1.1.6) aus (1.1.7) 

und (1.1.8). 

Sei v:A — + Io, eine Bewertung von A. Wir wollen die Spezialisierungen von v § 

in Spv A untersuchen. Zu jeder konvexen Untergruppe H von IT haben wir zwei 

Abbildungen: . 

v/H:A — (P/H)oo, (v/H)(a) = {2 moa wenn nn oe 
ie) wenn v(a) € H 

co ~=—- wenn v(a) ¢ H 
vjH:A— Ho, (v|H)(a) =



Man rechnet leicht nach, da8 v / H eitie Bewerttitig-von A ist fiir jede konvexe Unter- 

gruppe H von I und dai v|H eine Bewertung vou A ist Hit jedd kotivere Utitergruppe 

H vonT mit cI’ CH. (Ist cl Z H, so ist v|H keine Bewertiing von A, deni: Séia € A 

mit v(a) < 0 und v(a) ¢ H. Es ist dann v(—a) = v(1 + a) = v(a), also (v|H)(—a) = 

(v|H)(1 + a) = oo und somit gilt nicht (v|H)(1) > min{(v|H)(1 + a), (v|H)(—a)}). 

Bemerkung 1.1.9. Sei y: A —> K := Quot (A/supp (v)) die kanonische Abbildung. 

Sei 6: K —+ Poo die von v induzierte Bewertung und sei A(v) der Bewertungsring von 

0. Sei p das durch H gegebene Primideal von A(v), also p = {z € A(v)|0(z) > H}. 

Dann ist supp (v/H) = supp (v) und A(uv/H) = A(v)>p. 

Es ist y(A) C A(v)p genau dann, wenn cI’ C H. Sei nun cl’ C HAH. Dann 

induziert y eine Abbildung A —>+ A(v)p/p. Es ist A(v)/p ein Bewertungsring 

des Kérpers A(v)p/p. Der Ringhomomorphismus von A in den bewerteten Korper 

(A(v)p/p, A(v)/p) induziert die Bewertung v|H. 

Fir jede konvexe Untergruppe H von TI ist v/H. eine Generalisierung von v und fir 

jede konvexe Untergruppe H von [' mit cI’ C H ist v|H eine Spezialisierung von v. 

Definition 1.1.10. Die Bewertungen v|H (H konvexe Untergruppe von I mit 

cl’ C #) heifen die Primarspezialisierungen von v. Die Bewertungen v/H (H konvexe 

Untergruppe von I) heifen die Sekundargeneralisierungen von v. Eine Bewertung w 

von A heiSt Sekundarspezialisierung (bzw. Primargeneralisierung) von v, wenn v eine 

Sekundargeneralisierung (bzw. Primarspezialisierung) von w ist. 

Die Primarspezialisierungen (bzw. Sekundarspezialisierungen) verhalten sich transi- 

tiv, d.h. ist » Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) von u und ist w 

Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) in v, so ist w Primarspezialisie- 

rung (bzw. Sekundarspezialisierung) von u. 

Proposition 1.1.11. Die Sekundarspezialisierungen von v sind genau die Speziali- 

sierungen von v, die denselben Trager wie v haben. 

Beweis: Die kanonische Abbildung Spv Quot (A/ supp (v)) — Spv A ist ein Homéo- 

morphismus von Spv Quot (A/supp(v)) auf {w € Spv A|supp(w) = supp(v)}. Die 

Behauptung folgt-dann aus (1.1.9). | 

Es gilt die folgende einfache Proposition.



Proposition 1.1.12. Die Primarspezialisierungen von v bilden eine Kette (d.h. sind 

z und y zwei Primarspezialisierungen von v, so ist 2 eine Primarspezialisierung von 
y odet y cite Primdispedialisierung von 2) tind sind eindeutig durch ihren Trager 
bestimmt. 

Eine Teilmenge T von A heift v-konvex, wenn fiir beliebige a,b,c € A gilt: Ist 
v(a) > v(c) 2 v(b) und a,b € T, so auch cE T. Ist. 0 € T, so ist also T genau dann 
v-konvex, wenn fiir b,c € A gilt: Ist v(c) > v(b) und bE T, so ist ce T. 

Proposition 1.1.13. Die Trager der Primarspezialisierungen von v sind genau die 
v-konvexen Primideale von A. 

Beweis: Es ist sofort zu sehen, daf der Trager einer Primarspezialisierung von v_v- 
konvex ist. Sei nun p ein v-konvexes Primideal. Es ist v(A\p) < v(p), insbesondere ist 
v(A\p) CT. Sei G die von v(A\p) erzeugte Untergruppe von’. Es ist dann G < v(p), 
denn: Angenommen, dies ist nicht der Fall. Da v(A\p) additiv abgeschlossen ist, gibt 
es dann a,b € A\p und ¢ € p mit v(a) — v(b) > v(c), also v(a) > v(be). Dies 
ist ein Widerspruch zu v(A\p) < v(p). Sei H die konvexe Hille von G in IT. Es 
ist dann H eine konvexe Untergruppe von I mit H < vu(p) und v(A\p) C H, also 
p = {a € Alv(a) > H}. Ist a € A mit v(a) < 0, 80 ist a € A\p, also v(a) € H. 
Deshalb ist cf!’ C H. Wir haben p = supp (v|H). — . 

Kine Bewertung w von A heift verallgemeinerte Primarspezialisierung von v, wenn 
w eine Primarspezialisierung von v ist oder wenn cI’ = (0) und w eine triviale 
Bewertung von A mit supp (v | cI) C supp (w) ist. Im letzteren Falle haben wir nach 
(1.1.5 iii) cine Spezialisierungskette v > v | cI!’ > w. Also ist jede verallgemeinerte 
Primarspezialisierung von v eine Spezialisierung von v. 

Nun konnen wir die Spezialisierungen von v beschreiben. 

Satz 1.1.14. Jede Spezialisierung von v ist eine Sekundarspezialisierung einer ver- 

allgemeinerten Primarspezialisierung von v. 

Beweis: Sei w eine Spezialisierung von v. Ist cI!’ = (0) und v(a) < 0 fir alle 

a € A\supp(w), so ist supp (v|cI’) = {a € A|v(a) > 0} C supp(w), und deshalb 
ist die triviale Bewertung u von A mit supp(u) = supp (w) eine verallgemeinerte 
Primarspezialisierung von v und w eine Sekundarspezialisierung von wu. Zu betrachten 

bleibt also noch der Fall, da8 cI’ # (0) oder v(a) > 0 far ein a € A\supp (w). 

Wir machen die einfache Beobachtung 

 



(1) Fur beliebige a,b € A gilt: Ist v(a) > v(b), w(a) # oo und w(b) = ov, so ist 

v(a) = v(b) $ oo. a | 

Begriindung von (1): Aus w(a) # oo und w(6) = oo folgt w € Ra(2). Da v eine 

Generalisierung von w ist, haben wir auch v € Ra(2), also v(b) > v(a) # 00. Mit 

‘v(a) > v(b) erhalten wir v(a) = v(b) ¥ oo. 

-Zunachst zeigen wir, dai supp(w) v-konvex ist. Seien z,y € A mit y € supp(w) - 

und u(r) > v(y). Zu zeigen ist, daB cz € supp(w). Angenommen, dies sei nicht der 

Fall. Wir haben dann 

(2) v(x) 2 v{y), w(x) F 00, w(y) = co 
Aus (1) und (2) folgt 

(8) v(e) = vly) £0. 
Wir unterscheiden nun zwei Falle. 

1. Fall: cI’ 4 (0). 

Sei a € A mit v(a) < 0. Es gilt dann nach (2) 

(4) v(x) > v(ay), w(x) F 00, w(ay) = oo. 
Aus (1) und (4) folgt v(x) = v(ay) im Widerspruch zu (3). 

2. Fall: Es sei v(a) > 0 fiir ein a € A\supp (w). 

Aus (2) folgt dann 

(5) v(az) > v(y), w(az) £ 00, wly) = oo. 
Aus (1) und (5) folgt v(az) = v(y) im Widerspruch zu (3). 

Damit ist gezeigt, da8 supp (w) ein v-konvexes Primideal ist. Sei u die Primarspezia- 

lisierung von v mit supp (u) = supp (w).(Proposition 1.1.13). Wir zeigen, da8 w eine 

Sekundarspezialisierung von u ist. Nach Proposition (1.1.11) geniigt es zu zeigen, dah 

w eine Spezialisierung von wu ist. Seien a,b € A mit w € Ra(#). Zu zeigen ist, dah 

u € Ra(¢). Da v eine Generalisierung von w ist, ist v € R4(#), also u(a) > v(6). Es 

ist dann u(a) > u(b), da u eine Primarspezialisierung von v ist. Da w(b) 4 oo und 

_ supp (wu) = supp (w), ist u(b) 4 00. Also u € Ra(#). 

Lemma 1.1.15. Sei w eine Primarspezialisierung von v. 

i) Sei v! eine Sekundarspezialisierung von v. Es gibt genau eine Sekundarspezialisie- 

rung w! von w, so da8 w! eine Primarspezialisierung von v’ ist. 

ii) Sei w! eine Sekundarspezialisierung von w. Es gibt eine Sekundarspezialisierung 

v' von v, so da® w! eine Primarspezialisierung von v’ ist. 

iii) Sei v’ eine Sekundargeneralisierung von v. Es gibt genau eine Sekundargenerali- 

sierung w’ von w, so da8 w! eine verallgemeinerte Primarspezialisierung von v! ist.



  

iv) Sei w! eine Sekundargeneralisierung von w. Es gibt eine Sekundargeneralisierung 

v' von v, so da w! eine Primarspezialisierung von v’ ist. 

Beweis: i) Die Eindeutigkeit von w! folgt aus (1.1.11) und (1.1.12). Sei H’ eine 

konvexe Untergruppe von [yy mit v = v'/H'. Sei L eine konvexe Untergruppe von 

Ty /H', so daB w = v|L. Sei L’ die konvexe Untergruppe von I, mit H' C L' und 

L=L'/H'. Es ist dann cl'y C L'. Wir setzen w! = v'|L/. | 

ii) Nach Bemerkung (1.1.9) gibt es ein Primideal p von A(v), so da8 

(Quot (A/supp (w)), A(w)) C (A(v)p/p, A(v)/p) eine Erweiterung bewerteter Kérper 

ist. Sei B ein Bewertungsring des Kérpers A(v)p/p, so da B C A(v)/p und BN 

Quot (A/supp (w)) = A(w!). Sei v! die Bewertung von A, so daf supp (v') = supp (v) 

und A(v') = A~1(B), wobei A: A(v) —> A(v)/p die kanonische Abbildung ist. __ 

iii) Die Eindeutigkeit von w! folgt aus (1.1.11) und (1.1.12) und die Existenz von w/ | 

folgt aus (1.1.14). 

iv) Sei H eine konvexe Untergruppe von [, mit w = v | A und sei L eine konvexe 

Untergruppe von H mit w! = w/L. Wir setzen v': = v/L. Die Gruppe H/L enthilt die 

charakteristische Untergruppe von v’. Wir haben deshalb die Primarspezialisierung 

(v/L) | (H/L) von v', die mit w! tibereinstimmt. 

Lemma 1.1.16. Sei p ein Primideal von A mit p € supp(v). Es gibt eine 

Primargeneralisierung w von v mit supp (w) = p. 

Beweis: Sei (B,m) ein Bewertungsring von Quot(A/p), der den lokalen Ring 

(A/P)supp (v)/p dominiert. Sei C ein Bewertungsring von B/m mit 

CN Quot (A/supp (v)) = A(v). Sei w die Bewertung von A mit supp(w) = p und 

A(w) = A-1(C), wobei A: B —+ B/m die kanonische Abbildung ist. 

‘Korollar 1.1.17. Jede Spezialisierung von v ist eine Primarspezialisierung einer 

Sekundarspezialisierung von v. 

Beweis: Sei w eine Spezialisierung von v. Ist w eine Sekundarspezialisierung ei- 

ner Primarspezialisierung von v, so folgt die Behauptung aus (1.1.15.ii). Es sei 

nun cl’ = (0) und supp(v|cI’) C supp(w). Nach dem Lemma (1.1.16) gibt 

es eine Primargeneralisierung w! von w mit supp(w’) = supp(v|cI). Es ist w! 

eine Sekundarspezialisierung von v|cI’. Sei v! eine Bewertung von A, die eine Se- 

kundarspezialisierung von v und eine Primargeneralisierung von w’ ist (1.1.15.ii). Es 

ist dann w eine Primarspezialisierung von v’. 

Sei f:A —> B ein Ringhomomorphismus. Wir betrachten nun die Beziehungen 

zwischen den Spezialisierungen in Spv A und Spv B, die durch die Abbildung g :=
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Spv (f):Spyv B —> SpvA gegeben werden: Seien v,w. € Spv B gegeben. Ist w 

éliie Primatspezialisierung (baw. Sekiiidarspezidlisieriitig) von %; So ist g(w) éliie 
PrimArspezialisierung (bzw. Sekundrspezialisietung) von g(v). Ist Speé(f): Spec B 

—+ Spec A eine offene Einbettung von Schemata, so gilt auch die Umkehrung, d.h. 

ist g(w) eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) von g(v), so ist w 

eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) von v. . 

g bildet die Menge der Sekundarspezialisierungen (bzw. Sekundargeneralisierungen) 

von v surjektiv ab auf die Menge der Sekundarspezialisierungen (bzw. Sekundarge- 

neralisierungen) von g(v). Um analoge Aussagen fiir Primarspezialisierungen (bzw. 

PrimAargeneralisierungen) zu erhalten, bendtigen wir entsprechende Voraussetzungen 

wie in der kommutativen Algebra. Dazu die folgenden beiden Satze. Zuvor noch eine 

einfache Beobachtung. 

Proposition 1.1.18. Sei w eine Primarspezialisierung von v. Sei M die Menge der 

Punkte von Spv B, die Primarspezialisierungen von v und Primargeneralisierungen 

von w sind. Sei L die Menge der Punkte von Spv A, die Primarspezialisierungen von 

g(v) und Primargeneralisierungen von g(w) sind. g bildet die Menge M surjektiv auf 

die Menge L ab. 

Beweis: Sei H eine konvexe Untergruppe von Ty mit w = v|H. Wir haben g(v) = 

v|A: A —> (T'y)oo und g(w) = w|A: A —> Hoo. Sei x ein Element aus L. Es gibt eine 

konvexe Untergruppe T von T, mit H C T und z = g(v)|T. Fir y = o|T gilt ye M 

und g(y) = a. . | 

Satz 1.1.19. Ist f flach, so bildet g die Menge der Primargeneralisierungen von v 

surjektiv ab auf die Menge der Primargeneralisierungen von g(v). 

Beweis: Sei t eine Primargeneralisierung von s := g(v) in Spv A. Wir wollen zeigen, 

da8 eine Primargeneralisierung w. von v in Spv B mit g(w) = ¢ existiert. Nach der 

Bemerkung (1.1.9) gibt es zwei Bewertungsringe A! und C mit C C A’ und Quot (C) = 

Quot (A’) und einen Ringhomomorphismus h: A — A’, so daf fur die Punkte t! und 

s' von Spv Al, die durch die Bewertungsringe C und C / m (m das maximale Ideal von 

A') gegeben sind, gilt: Spv(h)(t!) = t und Spv (h)(s') = s. Aus f:A — B erhalten 

wir durch Tensorieren mit A’! den Ringhomomorphismus f!': A! —> A! @, B:= B'. 

Sei v’ eine Bewertung von B’ mit v'|B = v und v'|A! = 3’. Es gentigt zu zeigen, 

da es eine Primargeneralisierung w! von v! in Spv B’ gibt mit w'|A' = t’. Da ff! 

flach ist, gibt es ein Primideal p von: B! mit p C supp(v') und f'-!(p) = (0). Sei 

(D,m) ein Bewertungsring von Quot (B'/p), der den lokalen Ring (B'/P)supp(oy/p
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dominiert. D/m ist eine Korpererweiterung von K := Quot (B’/supp (v’)). Sei E ein 

Bewertungsring von D/m, der den Bewertungsring B!(v') von K fortsetat: Sei nun w! 

die kanonische Abbildung ist. Es ist dann w! eine Primargeneralisierung von v! mit 

w|Al=t. | . 

Satz 1.1.20. Sei f ganz. Dann gelten 

i) In den Fasern von g gibt es keine echten Spezialisierungen. 

ii) Die Menge der Primarspezialisierungen von v wird unter g bijektiv abgebildet 

auf die Menge der Primarspezialisierungen von g(v). 

iii) Ist f injektiv, so ist g surjektiv. 

iv) Ist A integer und normal, B integer und f injektiv, so wird unter g die 

Menge der Primargeneralisierungen von v surjektiv abgebildet auf die Menge 

der Primargeneralisierungén von g(v). 

Beweis: Der Beweis von i) und iii) ist trivial. Wir beweisen ii). Sei w := g(v) = 

vj|A:A —> (I'v)oo. Da f ganz ist, gibt es zu jedem b € B ein a € A mit v(b) > w(a). 

Deshalb stimmen die charakteristischen Untergruppen von v und w iiberein. Hieraus 

folgt ii). 

Nun zum Beweis von iv). Sei w! eine Primargeneralisierung von v! := g(v). Zu zeigen 

ist die Existenz einer Primargeneralisierung w von v mit g(w) = w!. Sei L eine 

algebraische K6rpererweiterung von Quot(B), die normal iber Quot (A) ist. Sei C 

der ganze Abschlu8 von A in L. Seien v" und w" Bewertungen von C mit v"|B =v 

und w'|A = w!. Nach ii) gibt es eine Primarspezialisierung t von w" in SpvC mit 

t|A = v'. Da t|A = v" |A, gibt es nach [B], V.2.3 Prop. 6 und [B], VI.8.6 Cor. 1 einen 

A-Automorphismus h:C' —> C' mit Spv(h)(t) = v". Wir setzen w := Spv (h)(w")|B. 

[es ist dann w eine Primargeneralisierung von v mit w|A = w!. 

Satz 1.1.21. Sei f: A —> B ein endlich prasentierter Ringhomomorphismus. Fir 

jede konstruierbare Teilmenge Q von Spv B ist Spv(f)(Q) konstruierbar in Spv A. 

Beweis: Sei B = A[T),...,Ti]/(pi,.--, ps). Sei h: A[Ti,...,T;)] —>+ B die Restklas- 

senabbildung. Wir konnen annehmen, da’ Q die Gestalt hat 

{v € Spv B|v(h(a1)) > v(A(b1)),...,0(R(an)) > v(h(bn)), . 

v(h(cr)) > v(h(dy)),. - ,v(A(cm)) > v(h(dm)) } mit a;,;, c,d; € A[T1,..., Tj]. 

sei L die formale Sprache der Korper erweitert um ein zweistelliges Relationszei- 

chen |. Einen bewerteten Kérper (/, B) betrachten wir als Struktur dieser Sprache,
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indem wir alb setzen, wenn es ein x € B gibt mit az = 6. Wir betrachten die L- 

Formel ¢ = 4X(i1(X) =... = po(X) = OA di(X)|e(X) A... A dm(X)|em(X) A 

-(G1(X)|b1(X)) A... A7(Gn(X)bn(X))), wobei X = (X7,..., Xi) und py, Gj, b:, &, di 

aus den Polynomen p;, a;, 5;, c¢;, dj dadurch entstehen, indem man die Koeffizienten . 

durch Variablen der Sprache L ersetzt. Nach [Pr], 4.17 gibt es eine quantorenfreie 

L-Formel %, so dab (F,B) — ¢ +— & fiir jeden nichttrivial bewerteten algebraisch 

abgeschlossenen Korper (F, B). 

Es gilt nun Spv(f)(Q) = {v € Spv A| es gibt eine Erweiterung bewerteter Kérper 

(F, B)| (Quot (A/supp (v)), A(v)), so daB F algebraisch abgeschlossen und B # F 

und (F,B) — ¢'} = {v € SpvA| es gibt eine Erweiterung bewerteter K6rper 

(F, B)| (Quot (A/supp (v)), A(v)), so daS F algebraisch abgeschlossen und B # F 

und (F,B) Sf} = {v € Spv A] (Quot (A/supp(v)), A(v)) - E!}, wobei ¢ 

und »/ aus ¢ und DY entstehen, indem man die freien Variablen durch die ent- 

sprechenden Koeffizienten der Polynome pj, aj, 6;, ci, dj ersetzt. Die Menge {v € 

Spv A| (Quot (A/supp (v)), A(v))  &!} ist konstruierbar.
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1.2. DAS BEWERTUNGSSPEKTRUM EINES RINGES VON ENDLICHEM TYP UBER 

EINEM KORPER 

Seien k ein Korper und a: k —» I~ eine nichttriviale Bewertung. Fur jede k-Algebra 

A setzen wir 

Spv (a, A) = {v € Spv Alv|k =a}. 

Wir versehen Spv (a, A) mit der Teilraumtopologie von Spv A. Als Faser der spektra- 

len Abbildung Spy A —> Spvk ist Spv (a, A) eine prokonstruierbare Teilmenge von 

Spv A. Es ist Spv (a, A) konvex in Spv A, d.h. hat man Spezialisierungen x > y > z 

in Spv A mit x, z € Spv(a, A), so ist auch y € Spv(a, A). Da es in Spvk keine echten 

Primargeneralisierungen bzw. Primarspezialisierungen gibt, ist Spv (a, A) abgeschlos- 

sen gegentiber Primargeneralisierungen und Primarspezialisierungen in Spv A. 

Sei K ein Erweiterungskérper von k und sei 6 eine Bewertung auf K, die a fort- 

setzt. Die kanonische Abbildung A —> A @,; K induziert dann eine Abbildung 

f:Spv (8, A@, K) — Spv (a, A). Ohne Beweis geben wir einige Eigenschaften dieser 

Abbildung an. 

Proposition 1.2.1. i) f ist surjektiv und spektral. 

ii) Ist K algebraisch tiber k, so ist f offen und abgeschlossen und die Bilder konstru- 

ierbarer Mengen sind konstruierbar. 

iii) Ist (4, 8) eine Henselisierung von (k, a), so ist f ein Homdomorphismus. 

Sei nun A eine endlich erzeugte k-Algebra. Wir setzen 

Max Spv (a, A) = {v € Spv (a, A)|supp(v) ist ein maximales Ideal von A}. 

Jeder Punkt aus Max Spv (a, A) ist abgeschlossen in Spv (a, A). Aber im allgemeinen 

ist Max Spv (a, A) eine echte Teilmenge der Menge der abgeschlossenen Punkte von 

Spv (a, A). Ist (k,a) henselsch, so gibt die Tragerabbildung supp: Spv A —> SpecA 

eine Bijektion zwischen Max Spv(a,A) und der Menge der abgeschlossenen Punkte 

von Spec A. 

Wir versehen Max Spv(a, A) mit der Teilraumtopologie von Spv(a,A). Man kann 

diese Topologie auch folgendermafen beschreiben. Sei zunachst k algebraisch abge- 

schlossen. Wir versehen k mit der Bewertungstopologie von @ und alle k” mit der Pro- 

dukttopologie. Sei A = &[T1,...,Tn]/Z. Dann ist die Topologie auf Max Spv (a, A) 

gleich der Teilraumtopologie von k” auf Max Spv(a,A) beziiglich der Inklusion
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Max Spv (a, A) = (Spec A)(k)  k™. Sei nun k beliebig. Seien & ein algebraischer 

Abschlu8 von k und @ eine Fortsetzung von @ auf k. Nach (i) und (ii) in (1.2.1) ist die 

kanonische Abbildung g: Max Spv (@, A@,k) —> Max Spv (a, A) surjektiv und offen. 

Also ist die Topologie auf Max Spv (a, A) die Quotiententopologie der Topologie auf 

Max Spv (@, A @, k) beziiglich der Abbildung g. 

Wir nennen eine Teilmenge P von Max Spv (a, A) konstruierbar, wenn es eine kon- 

struierbare Teilmenge @ des spektralen Raumes Spv (a,A) gibt mit 

QM Max Spv(a,A).= P. (Diese Definition einer konstruierbaren Teilmenge von 

Max Spv (a, A) stimmt nicht tiberein mit der iiblichen Definition einer konstruierba- 

ren Teilmenge des topologischen Raumes Max Spv (a, A).) 

Satz 1.2.2. Durch Q + QM Max Spv(a, A) erhalt man eine Bijektion von der 

Menge der konstruierbaren Teilmengen von Spv (a, A) auf die Menge der konstruier- 

baren Teilmengen von Max Spv (a, A). 

Beweis: Sei Q eine nichtleere konstruierbare Teilmenge von Spv (a, A). Wir zeigen, 

daf auch QM Max Spv(a,A) nichtleer ist. Sei A = &[T),...,7;]/(p1,.-.,ps) und 

sei v ein Element von @. Wir benutzen hier die entsprechenden Bezeichnungen wie 

im Beweis von (1.1.21). Wir haben (Quot (A/supp(v)), A(v))  ¢/. Seien F ein 

algebraischer Abschluf von Quot (A /supp (v)) und B ein Bewertungsring von F’, der 

A(v) fortsetzt. Sei k der algebraische Abschlu8 von kin F. Es gilt dann (F, B) F ¢! 

und damit auch (k, BNk) — ¢!. Somit haben wir einen Ringhomomorphismus von A 

in den bewerteten Korper (k, BN k), so da8 die dadurch definierte Bewertung von A 

in Q N Max Spv (a, A) liegt. 

Satz 1.2.3. i) Eine konstruierbare Teilmenge Q von Spv(a,A) ist genau dann 

abgeschlossen gegenuber Primargeneralisierungen, wenn QM Max Spv (a, A) offen ist 

in der Topologie von Max Spv (a, A). 

ii) Eine konstruierbare Teilmenge Q von Spv(a, A) ist genau dann abgeschlossen 

gegentber Primarspezialisierungen, wenn QM Max Spv (a, A) abgeschlossen ist in der 

Topologie von Max Spv (a, A). 

Beweis: ii) folgt aus i) durch Ubergang zum Komplement. Wir beweisen i). Sei eine 

konstruierbare Teilmenge Q von Spv (a, A) gegeben. 

Sei @ abgeschlossen gegenuber Primargeneralisierungen. Wir zeigen, dai 

QM Max Spv (a, A) offen ist in der Topologie von Max Spv (a, A). Sei ein 

w € QM Max Spv(a, A) gegeben. Sei u eine Generalisierung von w in Spv (a, A).
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Da I ¢ clu und somit cl’, (0), gibt es nach (1.1.14) ein v € SpvA, so dai u 

eine Primargeneralisierung von v und v eine Sekundargeneralisierung von w ist. Mit 

u,w € Spv(a, A) ist auch v € Spv(a, A). Da w € Max Spv(a, A), ist dann v = w. 

Also ist jede Generalisierung von w in Spv (a, A) eine Primargeneralisierung von w 

und damit in Q enthalten. Deshalb ist Q eine Umgebung von w in Spv (a, A). 

Sei nun QM Max Spv (a, A) offen in der Topologie von Max Spv (a, A). Sei w € Q 

gegeben und sei v eine Primargeneralisierung von w. Wir zeigen, daB v € Q. Hierbei 

benutzen wir eine einfache Idee aus [D]. 

Es gibt eine Kérpererweiterung K von k und eine Fortsetzung 8 von a auf K und ein 

_w! € Max Spv (8, A @; K), so da® K algebraisch abgeschlossen ist und f(w’) = w, 

wobei f:Spv(8, A @z K) —> Spv (a, A) die kanonische Abbildung ist. Seien & ein 

algebraischer Abschlu8 von k und @ eine Fortsetzung von a auf k. 

Sei g: Spv (a, A @, k) —> Spv (a, A) die kanonische Abbildung. 

Sei A = k[T1,...,Ti]/(p1,---, ps). Wir identifizieren Max Spv (@, A @, k) mit dem 

Teilraum {x € k!|p)() = ... = ps(x) = 0} von k! und MaxSpv(@, A @, K) mit 

dem Teilraum {z € K'|p;(x) = ... = ps(z) = 0} von K'. Dann lassen sich die 

Aussagen, da g-1(Q) M Max Spv (a, A @, k) offen ist in Max Spv(@, A @, k) und 

daB f-1(Q) MN MaxSpv(f,A @, K) offen ist in MaxSpv(8,A ®, K), formulieren 

in der Sprache L der bewerteten K6rper (siehe Beweis von (1.1.21)). Deshalb ist 

f7-1(Q)M Max Spv (8, A @, K) offen in Max Spv (8, A @, K). 

Sei V eine offene konstruierbare Umgebung von w! in Spv(6, A@, K) | 

mit VM Max Spv (6, A @, K) © f-!(Q)M Max Spv (6, A @, K). Nach (1.2.2) ist 

V C f-1(Q). Nach (1.1.19) gibt es eine Primargeneralisierung v! von w! in Spv AQ; K 

mit v'|A = v. Mit w! ist auch v! ein Element aus Spv(@, A®, K). Deshalb ist uv’ € V 

und somit v € Q. 

Zum besseren Verstandnis des Bewertungsspektrums betrachten wir als Beispiel 

Spv (a, &[T]) etwas genauer, wobei k[T'] der Polynomring ein einer Variablen iiber 

k ist. Wir geben keine Beweise an, da die Ergebnisse im folgenden nicht wesentlich 

benotigt werden. Wir setzen k als algebraisch abgeschlossen voraus. (Ist k nicht 

algebraisch abgeschlossen, so betrachte man Spv (a, k[T]) und benutze (1.2.1).) 

Fur beliebige a,b € k setzen wir. 

X(a;b) = Regn (- ; =) A Spy (a, k{T]) 

¥(a;) = Spv (ay KIT]) \ Rien (=~) 

  

  

—@ 
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Die X(a; 6) heifen die offenen Kreise von Spv (a, k[T']) und die Y (a; b) heifen die ab- 

geschlossenen Kreise von Spv (a, k[T']). Die offenen Kreise sind offene konstruierbare 

Teilmengen von Spv (a, k[T]) und die abgeschlossenen Kreise sind abgeschlossene 

konstruierbare Teilmengen von Spv (a, k[T]). 

Jeder nichtleere offene Kreis ist nicht abgeschlossen in Spv (a, k[7']) und jeder ab- 

geschlossene Kreis ist nicht offen in Spv (a, k[T']). Dies liegt jeweils nur an einer 

einzigen Spezialisierung, wie die folgende Proposition zeigt. 

Proposition 1.2.4. i) Sei Z ein nichtleerer offener Kreis. Es gibt dann eindeutig 

bestimmte Punkte z,y von Spv (a, k[T]), so da’ x € Z, y € Spv (a, k[T])\Z und 

xz > y. Die Spezialisierung z > y ist eine Sekundarspezialisierung. 

ii) Sei Z ein abgeschlossener Kreis. Es gibt dann eindeutig bestimmte Punkte z,y 

von Spv (a, k[T]), so daB z € Z, y € Spv(a, k[T])\Z und y > z. Die Spezia 

lisierung y > a ist eine Primarspezialisierung, wenn Z einpunktig ist, sonst eine 

Sekundarspezialisierung. 

Die Spezialisierungen aus (1:2.4) kann man explizit angeben. Seien a, b Elemente aus 

k mit b #0. Sei P die eindeutige Gruppenanordnung von I’ @ Z, die die Anordnung 

von I fortsetzt (wir betrachten I durch f = '@0 als Teilmenge von ['@Z) und so da8 

y¥=700 <0@1 fiir jedes y Ef mit y < a(b) und y= 700 > 001 fiir jedes y ET 

mit y > a(b). Sei Q die eindeutige Gruppenanordnung auf [ @ Z, die die Anordnung 

von I fortsetzt und so da8 y < 0@1 fur jedes y € [ mit y < a(b) und y > 061 

fiir jedes y €T mit y > a(b). Seien IY und I die angeordneten Gruppen (I © Z, P) 

und (. @ Z,Q). Wir erhalten nun Bewertungen u: k[T] —> To, v:k[T] — TY, 

w:k[T] —+ ['., indem wir fiir ein Polynom p = ao + a\(T — a) +... +an(T — a)" 

setzen 

u(p) = min{ a(a;) +2-a(b)[t=0,...,n} 

v(p) = min{a(a;)+i-(0@1)|i=0,...,n} 

w(p) = min{ a(a;) +2-(0@1)|2=0,.. .,n} . 

v und w sind Sekundarspezialisierungen von u. 

Wir betrachten nun den offenen Kreis X(a;6). Es ist u € X(a;b) und v € 

Spv (a, k[T])\X(a; 6). Far den abgeschlossenen Kreis Y(a;b) haben wir w € Y(a; 6) 

und u € Spv (a, k{T]) \ ¥ (a; 8). 

Es bleibt noch zu betrachten der einpunktige abgeschlossene Kreis Y(a;0). Sei R die 

eindeutig bestimmte Gruppenanordnung auf ['@Z, die die Anordnung von I fortsetzt
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und so da8 7 < 0@1 fir jedes y € T. Wir erhalten dann wieder eine Bewertung 

ug: k[T] — (TZ, R)oo, ao+ai(T—a)+...+an(T—a)" > min{a(aj)+i-(0@1)|i = 

0,...,n}. Es ist ug eine Primargeneralisierung des Punktes wg von Y (a; 0). 

Bemerkung. Ahnlich wie wir hier die Bewertungen u, v, w mit den Kreisen X (a; b) 

und Y(a; 6) in Verbindung gebracht haben, kann man jede Bewertung von k[T], die 

a fortsetzt, in der ,,Kreis-Geometrie“ von Spv (a, k[T]) interpretieren. 

. Satz 1.2.5. Die boolesche Algebra der konstruierbaren Teilmengen von Spv (a, k[T']) 

wird erzeugt von den offenen Kreisen und den abgeschlossenen Kreisen. 

Ein gelochter Kreis von Spv (a, k[T']) ist eine Menge der Form Zo\(Zi U...U Zn), 

wobei jedes Z; ein offener oder abgeschlossener Kreis von Spv (a, k{T]) oder ganz 

Spv (a, k[T']) ist. 

Die Bezeichnung gelochter Kreise ist motiviert durch das folgende Lemma. 

Lemma 1.2.6. Jeder nichtleere gelochte Kreis Z von Spv (a, k[T']) hat eine eindeu- 

tige Darstellung Z = Zo\(Z1 U...U Zn), wobei Z; ein offener oder abgeschlossener 

Kreis von Spv (a, k[T']) oder ganz Spv (a, k[T]) ist fir i € {0,...,n} und @ 4 Z; € Zo 

fiir i € {1,...,n} und Z;N Z; =9 fiir 2,7 € {1,...,n}. 

Lemma 1.2.7. Jede konstruierbare Teilmenge von Spv (a, k[T]) ist eine endliche 

Vereinigung gelochter Kreise. 

Satz 1.2.8. Eine konstruierbare Teilmenge von Spv (a, &[T']) ist genau dann zusam- 

menhangend, wenn sie ein gelochter Kreis ist. 

Korollar 1.2.9. Jede konstruierbare Teilmenge von Spv (a, &[J']) hat nur endlich 

viele Zusammenhangskomponenten. 

Satz 1.2.10. Sei Z ein nichtleerer gelochter Kreis und sei Z = Zo\(Z1 U...U Zn) die 

Darstellung von Z aus Lemma (1.2.6). . 

i) Z ist genau dann offen in Spv (a, k[T]), wenn Zo ein offener Kreis oder Spv (a, &[T']) 

ist und Z,..., Zn abgeschlossene Kreise sind. 

ii) Z ist genau dann abgeschlossen in Spv (a, k{T'}), wenn Zo ein abgeschlossener Kreis 

oder Spv (a, k[T']) ist und Z),..., Zn offene Kreise sind.
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1:3. KONSTRUKTION EINIGER SPEKTRALER TEILMENGEN BES BEWERTUNGSSPEK- 

TRUMS . 

In diesem Abschnitt konstruieren wir einige Teilmengen des Bewertungsspektrums, die 

(versehen mit der Teilraumtopologie) spektrale Raume sind, die aber im allgemeinen 

keine prokonstruierbare Teilmengen sind. In dem folgenden Lemma beschreiben wir 

das Konstruktionsprinzip allgemein. 

Sei X ein topologischer Raum. Unter einer Spezialisierung von X verstehen wir 

ein Paar (x,y) von Punkten von X, so daB y eine Spezialisierung von z ist. Im 

folgenden betrachten wir einen topologischen Raum X zusammen mit einer Menge 

F von Spezialisierungen von X. Die Elemente von F nennen wir die zulassigen 

Spezialisierungen von X. Ein Punkt y von X hei8t eine zulassige Spezialisierung 

eines Punktes z von X, wenn (2,y) € F. 

Lemma 1.3.1. Sei X ein spektraler Raum. Es sei eine Menge von zulassigen 

Spezialisierungen von X gegeben. Wir setzen 

Y = {x € X|x hat keine echte zulassige Spezialsierung }. 

Es gelte 

(S1) Jedes z € Y hat ein Fundamentalsystem von offenen konstruierbaren Umgebun- 

gen in X, die abgeschlossen sind gegentiber zulassigen Spezialisierungen. 

(S2) Jedes x € X hat eine zulassige Spezialisierung, die in Y liegt. 

(N.B. Hat ein x € X ein Fundamentalsystem von Umgebungen, die abgeschlossen 

sind gegentiber zulassigen Spezialisierungen, so ist z € Y). Dann gilt 

i) Zu jedem x € X gibt es genau eine zulassige Spezialisierung y mit y € Y. Dieses y 

bezeichnen wir mit r(x). Wir haben also eine Retraktion r:X —> Y, z+— r(z). 

ii) Y (versehen mit der Teilraumtopologie von X) ist ein spektraler Raum und r ist 

eine spektrale Abbildung. Also ist eine Teilmenge T von Y genau dann konstruierbar 

(bzw. prokonstruierbar, bzw. offen, bzw. abgeschlossen), wenn r~!(T7') konstruierbar 

(bzw. prokonstruierbar, bzw. offen, bzw. abgeschlossen) ist. 

iii) Wie bei jeder Retraktion gibt T +— r~!(T) eine Bijektion von der Menge der 

Teilmengen von Y auf die Menge der Teilmengen M von X, fiir die gilt 

(1) Ve EX:2€M = r(x) eM 

Die Umkehrabbildung ist Mt+— MN Y. Gilt neben (S1) und (52) auch noch
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(S3) Fiir jedes c € X sind je zwei zulassige Spezialisierungen von zx vergleichbar (d.h. 

sind y und z zulassige Spezialisierungen von z, so ist y eine zulassige Spezialisie- 

fung von z oder z eiiie zulassige Spezialisierung von y), 

so erfullt eine Teilmenge M von X genau dann (1), wenn M abgeschlossen ist ge- 

genuber zulassigen Spezialisierungen und zulassigen Generalisierungen. 

Beweis: Sei x € X gegeben. Angenommen, z habe zwei verschiedene zulassige 

Spezialisierungen u und v, die beide in Y liegen. Da X ein To-Raum ist, kénnen 

wir ohne Einschrankung annehmen, daf es eine offene Teilmenge U von X gibt mit 

uéU und v ZU. Jede Umgebung V von u mit V C U enthalt x, enthalt aber nicht 

die zulassige Spezialisierung v von x. Dies ist ein Widerspruch zu (S1). 

Wir zeigen nun, daf Y ein spektraler Raum und r eine spektrale Abbildung ist. Sei P 

die Menge aller offenen Teilmengen T von Y, so da8 r-1(T) offen und konstruierbar 

in X ist. Sei Q die Menge aller Teilmengen T von Y, so da8 r—!(T) konstruierbar in 

X ist. Fur jede offene Teilmenge U von X, die abgeschlossen gegeniiber zulassigen 

Spezialisierungen ist, gilt (1). Daher U = r-1(UNY) und somit UNY € P fiir jede. 

offene konstruierbare Teilmenge U von X, die abgeschlossen gegentiber zulassigen 

Spezialisierungen ist. Nach (S1) folgt daher 

(2) P ist eine Basis fir die Topologie von Y. 

Sei T die Topologie von Y, die Q als Basis hat. Jedes Element aus Q ist offen und 

abgeschlossen in der Topologie T. In der Topologie T ist Y quasikompakt. Nun folgt 

aus (1.1.8) und (2), da8 Y ein spektraler Raum und r eine spektrale Abbildung ist. 

Es gelte nun noch zusatzlich (53). Sei. M eine Teilmenge von X, die (1) erfiillt, und 

sel cE M. 

Sei y eine zulassige Generalisierung von z. Zu zeigen ist, daB y € M. Es ist r(y) 

eine zulassige Spezialisierung von x oder z eine zulassige Spezialisierung von r(y). Ist 

r(y) eine zulassige Spezialisierung von z, so ist r(x) = r(y), da r(y) € Y und r(z) die 

einzige zulassige Spezialisierung von z ist, die in Y liegt. Aus (1) und r(z) = r(y) 

folgt y € M. Ist x eine zulassige Spezialisierung von r(y), so ist r(y) = 2 € M, da 

r(y) € Y. Mit r(y) ist auch y ein Element von M. - | 

_ Sei nun y eine zulassige Spezialisierung von x. Wir zeigen, daB y € M. Es ist r(z) 

eine zulassige Spezialisierung von y oder y eine zulassige Spezialisierung von r(z). Ist 

r(x) eine zulassige Spezialisierung von y, so ist r(x) = r(y), da r(x) € Y und r(y) die 

einzige zulassige Spezialisierung von y ist, die in Y liegt. Aus r(x) = r(y) folgt y € M. 

Ist y eine zulassige Spezialisierung von r(x), so ist y= r(x) € M, dar(x) EY. 
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Neben den Eigenschaften (51), (52), (S3) betrachten wir auch noch die folgende 

Eigenschaft zulassiger Spezialisierungen 

($4) Ist v eine zulassige Spezialisierung von u und w eine zulassige Spezialisierung von 

v, so ist w eine zulassige Spezialisierung von u. 

Sei A ein Ring. Im folgenden betrachten wir einige Mengen zulassiger Spezialisierun- 

gen von Spv A. Alle zulassigen Spezialisierungen werden Primarspezialisierungen sein 

und die folgende Eigenschaft erfillen. 

(S5) Ist w eine zulassige Spezialisierung von v und ist u ein Element von Spv A, das 

eine Primarspezialisierung von v und eine Primargeneralisierung von w ist, so ist 

w eine zulassige Spezialisierung von wu. 

Lemma (1.3.1) bleibt zum Teil richtig, wenn man (S2) durch (55) ersetzt. Wir 

formulieren dies in dem folgenden Lemma. 

Lemma 1.3.2. Es sei eine Menge von zulassigen Spezialisierungen von Spv A gege- 

ben. Jede zulassige Spezialisierung sei eine Primarspezialisierung und es gelte ($1) 

und (85). Dann ist {v € Spv A] v hat keine echte zulassige Spezialisierung} (versehen 

mit der Teilraumtopologie von Spv A) ein spektraler Raum. 

Man beachte, daf unter den Voraussetzungen von Lemma (1.3.2) (52) im allgemeinen 

nicht gilt. Wir geben hier keinen Beweis von Lemma (1.3.2). (Wir werden (1.3.2) nur 

einmal in der Bemerkung nach Satz (1.3.20) benutzen.) 

Fir spatere Anwendungen ist es wichtig zu wissen, unter welchen Bedingungen man 

die zulassigen Spezialisierungen gerade als die Spezialisierungen einer geeigneten spek- 

tralen Topologie interpretieren kann. Dazu die folgenden beiden Punkte (1.3.3) und 

(1.3.4). . 

Lemma 1.3.3. Es gibt genau eine Topologie P auf Spv A, so daf (Spv A, P) ein 

spektraler Raum ist, der dieselben konstruierbaren Teilmengen wie Spv A hat und 

dessen Spezialisierungen gerade die Primarspezialisierungen von SpvA sind. Die 

Topologie P wird von den Mengen {v € Spv A | v(a) > v(b) ¥ co} und {v € SpvA | 

v(a) > v(b)} (a,b € A) erzeugt. 

Beweis: Sei P die Topologie auf Spv A, die von den Teilmengen 

{v € Spv Al v(a) > v(b) # co} und {v € Spv A| v(a) > v(b)} (a,b € A) erzeugt wird. 

Nach (1.1.7) und (1.1.8) ist (Spv A, P) ein spektraler Raum, der dieselben konstruier- 

baren Teilmengen wie Spv A hat. Man sieht sofort, da% die Primarspezialisierungen 

von Spv A auch Spezialisierungen in der Topologie P sind. 
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Sei w eine Spezialisierung von v in der Topologie P. Zu zeigen ist, da8 w eine 

Primarspezialisierung von v ist. Wir unterscheiden zwei Falle. Sei zunachst w 

eine Sekundarspezialisierung einer Primarspezialisierung w! von v. Angenommen, 

es sei w! # w. Dann ist A(w) © A(w') und somit m’ | m, wobei m,m' die 

maximalen Ideale von A(w), A(w') sind. Deshalb gibt es a,b € A mit w(a) > w(d) 

und w!(a) = w'(b) # oo. Da v eine Primargeneralisierung von w! ist, gilt dann auch 

v(a) = v(b) # oo. Daher gibt es ein U € P mit w € U und v ¢ U, Widerspruch. Also 

ist w! = w und damit w eine Primarspezialisierung von v. 

Sei nun cf, = (0) und supp (d|cIy) g supp(w). Sei a ein Element aus 

supp (w) \ supp (v|cI’,) und sei 6 = 1. Dann ist w(a) > w(b) und (v|cI'y)(a) 4 0, 

also v(a) = 0 = v(b). Deshalb gibt es ein U € P mit w € U und v ¢ U, Widerspruch. 

Bemerkung. Lemma (1.3.3) bleibt richtig, wenn man anstelle der Primarspezialisie- 

rungen von Spv A die Sekundarspezialisierungen von Spv A nimmt. 

Korollar 1.3.4. In SpvA seien zulassige Spezialisierungen ausgezeichnet. Es sind 

aquivalent 

i) Es gibt eine Menge £ von konstruierbarenTeilmengen von Spv A, so daf eine 

Bewertung w von A genau dann eine zulassige Spezialisierung einer Bewertung 

v von A ist, wenn gilt 

a) w ist eine Primarspezialisierung von v. 

b) Fir jedes Q € £ gilt: Ist v € Q, so ist w € Q. 

ii) Es gibt (genau) eine Topologie T auf Spv A, so daS 7 feiner als P ist und 

(Spv A, T) ein spektraler Raum ist, der dieselben konstruierbaren Teilmengen wie 

Spv A hat und dessen Spezialisierungen gerade die zulassigen Spezialisierungen 

von Spv A sind. 

Beweis: i) ==> ii): Sei T die Topologie von Spv A, die von P U {Spv A\Q|Q € L} 

erzeugt wird. Nach (1.1.7) und (1.1.8) ist (Spv A, 7) ein spektraler Raum, der diesel- 

ben konstruierbaren Teilmengen wie Spv A hat. Die Spezialisierungen von (Spv A, 7) 

sind die zulassigen Spezialisierungen von Spv A. 

ii) => i): Setze £ = {Spv A\U|U €T und U konstruierbar}. 

Sei J ein endlich erzeugtes Ideal von A. Seien v und w Bewertungen von A. Wir 

nennen w eine /-zulassige Spezialisierung von v, wenn gilt 

a) Ist-v(I) 4 {00}, so ist w eine Primarspezialisierung von v mit w(I) 4 {oo}. 

b) Ist v(I) = {oo}, so ist v = w.
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Sei T = {v.€ SpvAlv(I) = {co}}. Fir die J-zulassigen Spezialisierungen gilt 

(1.3.4.1) mit £ = {Spv A\T} U {Q|Q konstruierbar und Q C T}. Also erfiillen die 

I-zulassigen Spezialisierungen (52) und (S4). (Nattrlich gelten auch (S3) und (S5).) 

Bemerkung. Sei v eine Bewertung von A, so da8 v(I) 4 {oo} und v(1) NcT, = 0. 

Dann gibt es eine kleinste konvexe Untergruppe U von Ty mit vo(1)NU # @. Fur jedes 

i € J ist entweder v(t) > U oder v(t) kofinal in U. 

Beweis: Sei s1,...,5n ein Erzeugendensystem von J. Wegen o(1) A cI’, = @ und 

v(1) # {co}, ist v(s,) > 0 fir &k = 1,...,n und v(s,) # oo fiir mindestens ein 

k é€ {1,...,n}. Sei U die von min{v(s;)|¢ = 1,...,n} erzeugte konvexe Untergruppe 

von Ty. Es ist o(1)NU # @. Sei T eine konvexe Untergruppe von I’, mit v(1)NT F 9. 

Wir zeigen U CT. 

Da v(1)Ncl'y = Q, ist Cy C T. Wir wahlen ein ¢ € I mit v(t) € T und schreiben 

t= 418; +... + GnSn mit a),...,4n € A. Wegen cy C T und 

v(i) > min{v(a,) + v(sz)|k = 1,...,n}, gibt es ein k € {1,...,n} mit v(s,) € T. Es 

ist dann auch min{v(s;)|i = 1,...,n} € T und somit U CT. | 

Sei ein sg € I gegeben. Es ist dann 59, $1,...,$n ein Erzeugendensystem von I. Wie 

wir wissen, ist y := min{v(s,)|k = 0,...,n} > 0 und U die von ¥ erzeugte konvexe 

Untergruppe von I'y,. Also ist entweder v(so) > U oder v(so) kofinal in U. 

Mit dieser Bemerkung kénnen wir nun ftir jede Bewertung v von A definieren 

Py wenn v(I) = {co} 
Py(I) = cy wenn v(I)NcDry ZO - 

° kleinste konvexe Untergruppe U_ wenn v(I) 4 {oo} und 
von ly mit v(1)NU 46 v(1)Acl, = 

Lemma 1.3.5. Fir jede Bewertung v von A sind aquivalent 

a) Ty = cIy(J). 

b) Ty = cl’y oder v(z) ist kofinal in (T'y)oo fiir jedes 7 € I. 

c) Ty = cl’y oder v(é) ist kofinal in (T'y)oo fiir jedes Element i eines Erzeugendensy- 

stems von J. 

Beweis: Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt unmittelbar aus der Definition von 

cI',(Z) und der obigen Bemerkung. Die Aquivalenz von (b) und (c) folgt aus der 

Tatsache, da8 {a € A | v(a) ist kofinal in (T',)oo} ein Ideal von A ist, wenn Ty, 4 cI'y. 

Lemma 1.3.6. Seien v und w Bewertungen von A.
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i) w ist genau dann eine /-zulassige Spezialisierung von v, wenn es eine konvexe 

Untergruppe H von T, gibt mit c[,(/) G Hund w = o|H. 

ii) v hat genau dann keine echte J-zulassige Spezialisierung, wenn Ty = cI’'y(J). 

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus der Defintion von ol ) und (ii) folgt direkt aus 

(i). 

Lemma 1.3.7. Seien fo, fi,....fn € Amit I C (fo... Jn)- Dannist Ra(#,..., #) 
abgeschlossen gegenuber -zulassigen Spezialisierungen. 

Beweis: Sei v ein Element von Fad 15 i) und sei w eine /-zulassige Spezialisie- 

rung von v. Zu zeigen ist w € Ra(4, .B). Ist v(J) = {oo}, so ist v = w und 

nichts ist zu beweisen. Sei nun v(I) # {oo}. Dann ist w(I) # {oo}. Aus v(fi) > v( fo) 

fir i =1,...,n folgt w(fi) > w(fo) fir ¢ =1,...,n, da w eine Primarspezialisierung 

von v ist. Angenommen, es sei w(fo) = co. Dann ist w(fj) = oo fir i = 0,...,n, 

woraus sich ergibt w( (fo,.--; Fn)) = {oo} und somit w(I) = {oo}, Widerspruch. 

Lemma 1.3.8. Sei v eine Bewertung von A mit Ty = cf'y(J). Zu jeder Umgebung 

U von v in SpvA gibt es fo,...,fn € A, so daB v € Ra(#,..., 2) C U und 

IC S(fo,-.--, fn). 

Beweis: Wir wahlen go, 91,..-,9m € A mit v € Ra(Z 

  

to” .., &) CU. Sei s1,...,5n 

ein Erzeugendensystem von /. Wir unterscheiden zwei Falle. 

1. Fall: Ty = cy. . 

Da v(go) # oo, gibt es ein d € A mit 0 > v(go) + v(d) = v(god). Dann ist 
mad im : 

ve Ra(far- ., or, aa) © Ral(,. . -@) CU und IC (god, ..., 9md, 1). 

2. Fall: Ty # cp. 

Da v(go) # 00, gibt es nach (1.3.5) ein k € N mit v(sf) > v(go) fir i = 
k 

l,...,n. Dann ist v € Ra(B,... ns sa.) Cc Ra(&,...,@) Cc U und > go? go? > go _ 

k k Sh y.+-, 8%). 
       

        

[Cc (90, fi; see 9m, 

  

Definition 1.3.9. Wir versehen die Menge {v € Spv A|T'y = cI'y(Z)} mit der Teil- 

raumtopologie von Spv A. Dieser topologische Raum wird mit Spv (A, J) bezeichnet. 

Die Teilmengen 

Spv (A, nora. 4%), 

wobei fo,...,fn€A mit IC VW(fo,-.-; fn) 

heifen die rationalen Teilmengen von Spv (A, J). 

al
e 
a
p
s
t
i
 

gio
 

Sx
ep
ti
ni
ea
t



24 

Satz 1.3.10. i) Der topologische Raum Spv (A, J) ist spektral und die Retraktion 

ry: Spv A —> Spv (A, J), v +> v|cI',(Z) ist eine spektrale Abbildung. 

ii) Die rationalen Teilmengen von Spv (A, J) sind konstruierbar. Der Durchschnitt 

zweier rationaler Teilmengen von Spv (A, I) ist wieder rational. Die rationalen Teil- 

mengen bilden eine Basis fir die Topologie von Spv (A, J). 

Beweis: Aus (1.1.2.ii) folgt, da8 der Durchschnitt zweier rationaler Teilmengen von 

Spv (A, J) wieder rational ist. Die restlichen Behauptungen folgen mit (1.3.6), (1.3.7) 

und (1.3.8) aus (1.3.1). 

Wir haben zwei Extremfalle, namlich J = (0) und J = A. Die einzige (0)- 

zulassige Spezialisierung von v ist v selbst. Es ist cl',(0) = Ty fiir jedes v. Des- 

halb ist Spv (A, (0)) = Spv A. Die Definition (1.3.9) einer rationalen Teilmenge von 

Spv (A, (0)) stimmt uberein mit der Definition einer rationalen Teilmenge von Spv A 

in (1.1). 

Wir betrachten nun den Fall J = A. Die A-zulassigen Spezialisierungen einer Bewer- 

tung v sind die Primarspezialisierungen von v. Es ist cI',(A) = cl’, fur jedes v, also 

Spv (A, A) = {v € Spv A/T, = cI'y}. Mit (1.1.3.1) erhalten wir, daB die rationalen 

Teilmengen von Spv(A, A) gerade die Mengen der Form {v € Spv(A, A)|v(fi) > 

v(fo),---, (fn) = v(fo)} sind, wobei fo,..., fn € A mit (fo,..., fn) = A. (Also ent- 

spricht die Definition der rationalen Teilmengen von Spv (A, A) genau der Definition 

der rationalen Teilmengen in der rigid analytischen Geometrie.) 

Bemerkung 1.3.11. Seien J und J endlich erzeugte Ideale von A. Es gilt 

i) Ist JC VJ, so ist Spv (A, J) G Spv (A, I). Also ist Spv (A, 1) = Spv (A, J), wenn 

VI = VJ, und Spv (A, A) € Spv (A, J) fiir jedes endlich erzeugte Ideal /. 

ii) Spv(A, 1 NJ) = Spv (A, J) U Spv (A, J) 

iii) Spv(A, J + J) = Spv (A, I) N Spv (A, J) 

Seien J und J endlich erzeugte Ideale von A mit J C VI. Die Inklusion Spv (A, J) — 

Spv(A, J) ist im allgemeinen nicht spektral (schon die Inklusion Spv(A,J) —> 

Spv (A, (0)) = Spv A ist im allgemeinen nicht spektral). Es gibt eine (eindeutig 

bestimmte) Retraktion r yz: Spv (A, J) —> Spv (A, J), so da$ kommutiert 

Spv (A, J) 

| uy / 
(3) SpvA { ray 

rr, 

Spy (A, J)
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Da rj; und r; identifizierend und spektral sind, ist r a 1 spektral. 

Seien A, B Ringe mit endlich erzeugten Idealen J, J und sei f: A —> B ein Ringho- 

momorphismus. Es gilt 

Lemma 1.3.12. Ist J € VI- B, so ist ry(v|A) = rz(rz(v)|A) fiir jedes v € Spv B. 

Wir definieren eine Abbildung Spv (f, J, J):Spv (B, J) —> Spv (A, J) 

durch v ++ rj(v|A). Sei C ein weiterer Ring mit endlich erzeugtem Ideal K und 

Ringhomomorphismus g: B —> C. 

Proposition 1.3.13. Es gilt 

i) Spv (f, J, J) ist stetig. 

ii) Ist J C VI- B, so ist Spv(f,/,J) spektral. 

iit) Ist J C VI-B, so ist Spv (f, I,J) 0 Spv (g, J, K) = Spv(go f, 1, K). 

Beweis: i) ist klar. Wir beweisen ii). Sei @ eine konstruierbare Teilmenge von 

Spv(A,J/). Dann ist Spv (f)7} (r71(Q)) konstruierbar in Spv B. Nach (1.3.12) gilt 

rj) (Spv (f, J, J)~1(Q)) = Spv (f)7! (r71(Q)). Also ist Spv (f, J, J)-1(Q) konstruier- 

bar in Spv (B, J). iii) folgt unmittelbar aus (1.3.12). 

Als Beispiel betrachten wir wieder einen Ring A mit zwei endlich erzeugten Idealen 

I und J, so daB J © VI. Die Inklusion Spv(A,J) © Spv(A,J) ist die Abbildung 

Spv (id , J, /), die Retraktion ry\y ist die Abbildung Spv (id, J, J) und das kommuta- 

tive Dreieck (3) entspricht (1.3.13.iii). 

1.3.14. Einige Beispiele prokonstruierbarer Teilmengen von Spv (A, J): 

i) Jedes Element aus L = {v € Spv Alv(1) = {oo}} hat keine echte [-zulassige 

Spezialisierung. Deshalb ist L in Spv(A,/) enthalten. Es ist r7/(L) = L. Also ist L 

eine abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von Spv (A, /). | 

ii) Sei M die Menge der trivialen Bewertungen von A. Wir wissen schon, da M 

(versehen mit der Teilraumtopologie von Spv A) ein spektraler Raum ist (1.1.5.iii). 

Iss ist M C Spv(A,/) und die Inklusion M —+ Spv(A, J) ist spektral. Deshalb ist 

M eine prokonstruierbare Teilmenge von Spv (A, J). 

Wir wollen die prokonstruierbare Teilmenge r7'(M ) von SpvA bestimmen. Sei 

$1,--+,8n ein Erzeugendensystem von . Wir setzen Ey = {v € Spv A| v(I) = {oo} 

und fir jedes a € A ist v(a) = 0 oder v(a) = oo} und Ej = {v € Spv Alv(s;) < 0 

und v(a) > 0 fiir jedes a € A} (2 = 1,...,m). Eo,...,£n sind prokonstruierbare
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Teilmengen von Spv A, die abgeschlossen sind gegentber I ~zulassigen Generalisierun- 

gen und I- zulassigen Spezialisierungen. Es ist M = Spv(A,J)N U &; und deshalb 

71(M) =U Bi. = 
1=0 

wR. Es ist M = {v € Spv(A,J)|Tv = (0)}, also 

ry (M) = {ve A| Py(f) = = (0)}. Man rechnet sofort nach, daf gilt 

{v € Spv Af cI',(I) = (0)} = U Ej.) 

Wir betrachten noch den Spevialfall I= A. Wir erhalten 

-Gh(M) = {v € Spv A] v(a) > 0 fiir jedes a € A}. Diese letzte Menge bezeichnen wir 

auch mit Spv +(A). 

iii) Sei k ein Korper und sei a eine nichttriviale Bewertung von k. Sei A eine endlich er- 

zeugte k-Algebra. Spv (a, A) ist eine prokonstruierbare Teilmenge von Spv A, die ab- 

geschlossen ist gegeniiber Primargeneralisierungen und Primarspezialisierungen. Des- 

halb ist X = Spv (a, A)NSpv (A, A) eine prokonstruierbare Teilmenge von Spv (A, A). 

Es ist Max Spv (a, A) C X. Es gilt nun 

Proposition. Durch Q + QM MaxSpv(a, A) erhalt man eine Bijektion von der 

Menge der konstruierbaren Teilmengen von X auf die Menge der konstruierbaren 

Teilmengen von MaxSpv(a,A), die zugleich offen und abgeschlossen sind in der 

Topologie von Max Spv (a, A). 

Beweis: Fir jede konstruierbare Teilmenge Q von X ist r3'(Q) eine konstruierbare 

Teilmenge von Spv(a, A), die abgeschlossen ist gegeniitber Primargeneralisierungen 

und Primérspezialisierungen, und es ist QM Max Spv (a, A) = r'(Q)NMax Spv (a, A). 

Nach (1.2.3) ist Q@ © MaxSpv(a,A) offen und abgeschlossen in Max Spv (a, A). 

Die Injektivitat unserer Abbildung folgt aus (1.2.2). Nun zur Surjektivitat. Sei 

P eine konstruierbare Teilmenge von MaxSpv(a,A), die offen und abgeschlos- 

sen ist in MaxSpv(a,A). Sei Q die konstruierbare Teilmenge von Spv (a, A) mit 

QM Max Spv (a, A) = P. Nach (1.2.3) ist Q abgeschlossen gegentiber Primargenerali- 

sierungen und Primarspezialisierungen. Deshalb ist QNSpv (A, A) eine konstruierbare 

Teilmenge von X. Es ist (Q N Spv (A, A)) 9 Max Spv (a, A) = P. 

Bemerkung. Die /-zulassigen Spezialisierungen sind auferhalb 

T := {v € Spv A|v(L) = {c0}} die Primarspezialisierungen und innerhalb T die tri- 

vialen Spezialisierungen v > v. Man kann aber auch die Verhaltnisse von innerhalb 

und auferhalb vertauschen, d.h. die zulassigen Spezialisierungen auSerhalb T seien 

nun die trivialen Spezialisierungen und innerhalb T die Primarspezialisierungen. Wir
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wollen diese Definition von zulassigen Spezialisierungen gleich ftir beliebige abgeschlos- 

sene Teilmengen T von Spv A treffen. 

Sei also T' eine abgeschlossene Teilmenge von Spv A. Wir definieren: w heift eine 

zulassige Spezialisierung von v, wenn gilt 

a) Ist vg T, so ist v = w. 

b) Ist v € T, so ist w eine Primarspezialisierung von v. 

Dann ist (1.3.4.i) erfullt mit £ = {Q|Q konstruierbar und Q C Spv A\ T}. Benutzt 

man die obigen Ergebnisse uber A-zulassige Spezialisierungen, so sieht man, daf (S1) 

erfillt ist. Also la8t sich (1.3.1) anwenden. 

Im folgenden wenden wir (1.3.1) noch an auf zwei weitere Typen von zulassigen 

Spezialisierungen im Bewertungsspektrum. Die spektralen Teilmengen, die wir dabei 

erhalten, benotigen wir zwar nicht fiir diese Arbeit, sie konnten jedoch vielleicht 

nutzlich sein zu weitergehenden Konstruktionen in der rigid analytischen Geometrie. 

Wir fihren sie deshalb hier auf. 

Sei I ein endlich erzeugtes Ideal von A. Eine Bewertung w von A heift J-zulassige 

Spezialisierung einer Bewertung v von A, wenn gilt 

a) Ist v(1) # 00, so ist w eine Primarspezialisierung von v mit w(I) 4 {oo}. 

b) Ist v(1) = oo, so ist w eine Primarspezialisierung von v. 

Es ist dann (1.3.4.i) erfiillt, also gelten (S2) und ($4). Ebenso gelten (S3) und (S5). 

Fur jede Bewertung v von A definieren wir 

cy wenn v(J) = {oo} oder 
v(I)ncdy #0 

kleinste konvexe Untergruppe wenn v(J) # {oo} und 
Uvon Ty mitv(1)NU#4O = vl)nd,=0 

Py (I) = 

Offensichtlich gilt 

Lemma 1.3.15. i) Eine Bewertung w von A ist genau dann eine J-zulassige Spezia- 

lisierung von v, wenn es eine konvexe Untergruppe H von I, gibt mit cI',(I) C H 

und w = v|H. 

ii) v hat genau dann keine echte /-zulassige Spezialisierung, wenn I'y = cI'y(J). 

Lemma 1.3.16. Seien fo, fi,..., fn Elemente von A, die eine der folgenden Bedin- 

gungen erfillen 

a) A=(fo,..., fn). 
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b) Icy (fo, -- .y dn) und fi ev: 

Dann ist Ra(4,-: ., #) abgeschlosseit seeeiiibet I- zulassigeti Spedialisietiangen. 

Beweis: Gilt (a), so ist nach (1.3.7) Ra(¥,. a) abgeschlossen gegentiber A- 

zulassigen Spezialisierungen (d.h. Primarspezialisierungen) und somit abgeschlossen 

gegeniiber /-zuladssigen Spezialisierungen. Es gelte nun (b). Sei'v € Ra(& Foro 1B) 

und sei w eine J-zulassige Spezialisierung von v. Da v(fo) #4 oo und fy e VI, 

ist v(I) # {co}. Deshalb ist w eine J-zulassige Spezialisierung. Nach (1.3.7) ist 

Ww eRa(#,..., 2). 

Lemma 1.3.17. Sei v eine Bewertung von A mit v(/) # {oo} und Ty = cIy(J). 

Sei U eine Umgebung von v in SpvA. Dann gibt es fo, fi,...,/n € A, so daB 

ve Ra(#,...,#) CU und VI = JS(fo,.--5 fr): 

Beweis: Seien go,.--,9m € A mit v € Ra(&,...,%) C U. Sei s1,...,8n ein 

Erzeugendensystem von J und sei s € / mit v(s) # oo. Wir unterscheiden zwei 

Faille. 

1. Fall: Ty = cPo. 

Es gibt ein d € A, so da v(d) # oo und v(s;) > v(gos) + v(d) = v(gosd) fiir 

t= 1,...,n. Dann ist v € Ra(234,.. ., anes, gbae +9 Gita) C Ra(&,... , , oe) CU 

und J = (oosd, vey GmSd, $1,..., Sn). 

  

2. Fall: Ty 4 cDy. 

Nach (1.3. 5) gibt es ein k EN, so da® v(s*) > v(gos) fir i = 1, n. Dann ist 

ve Baltes Gms 9 $2.) Cc Ra(&, 8) CU und 
gos’ ""? gos’ gos?” ”"? gos 

  

Lemma 1.3.18. Sei v eine Bewertung von A mit Ty = cI’,(/) und sei U cine Umge- 

bung von v in Spv A. Es gibt dann fo, fi,..../n € A, so dab vu € Ry (4, beng tn) CU 

‘und A= (fo,-.-, fn) oder Viz (fo, - . wees dn): 

Beweis: Ist v( 1) # {co}, so folgt die Behauptung aus (1.3.17). Ist v(7) = {oo}, so ist 

= cl’, = cl'y(A) und die Behauptung folgt aus (1.3.8). 

Definition 1.3.19. Der Teilraum {v € Spv AJ, = cl'o(/)} von Spv A wird mit 

Spv (A, J) bezeichnet. Eine Teilmenge von Spv(A,/) heiSt rational, wenn sie von 

der Form Spv(A,J)N Ra(#,.. .,B) ist, wobei fo,...,fn Elemente von A sind, 

. fir die gilt (a) A = (fo,..., fn) oder (b) 7 (fo,---;Jn) und fo € VI. Die 

Teilmengen Spv (A, /)N Ra(#, sos B), wobei = vee € Ainit A = (fo,..-, fn) 

oder VI = \/(fo,..:, fn), heiBen spezielle rationale Teilmengen. 
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Satz 1.3.20. i). Der topologische Raum Spv(A,J) und die Retraktion Spy A — 

Spv (A; D;vr- vjcPs(Z) sind spektral. 

ii) Die tationalen Teilmetigen von Spv(A,J) sind konstruierbar. Der Durchschnitt 

zweier rationaler Teilmengen ist eine rationale Teilmenge und der Durchschnitt zweier 

spezieller rationaler Teilmengen ist eine spezielle rationale Teilmenge. Die speziellen 

rationalen Teilmengen bilden eine Basis fiir die Topologie von Spv (A, J). 

Beweis: Die Behauptung tiber die Durchschnitte folgt aus (1.1.2.ii). Die restlichen 

Behauptungen folgen mit (1.3.15), (1.3.16) und (1.3.18) aus (1.3.1). 

Wir betrachten die Extremfalle J = (0) und J = A. Es gilt: (0)-zulassige Spezia- 

lisierung = A-zulassige Spezialisierung = A-zulassige Spezialisierung, und deshalb 

Spv (A, (0)) = Spv(A, A) = Spv(A, A). Die Definitionen der rationalen Teilmengen 

der Raume Spv (A, (0)), Spv(A, A) und Spv (A, A) stimmen iiberein. 

Bemerkung. Seien Ii,...,Jn endlich erzeugte Ideale von A. Dann sind 

U Spv (A, J,) und A Spv (A, J) spektrale Teilmenge von Spv A. Die Behauptung 
k=1 

fir die Vereinigung ‘folat aus (1.3.26). Die Behauptung fur den Durchschnitt lagt 

sich folgendermaBen beweisen. Wir nennen w eine zulassige Spezialisierung von v, 

wenn w eine J;-zulassige Spezialisierung von v ist fir ein k € {1,...,n}. Es gilt 

dann offensichtlich (S5). Man kann zeigen, da auch (S1) erfiillt ist. Nach (1.3.2) ist 

dann () Spv (A, J;) eine spektrale Teilmenge von Spv A. Man beachte, daf fiir diese 
k=1 

Definition von zuladssigen Spezialisierungen (52) und (S4) im allgemeinen nicht erfillt 

sind. 

Sei F eine nichtleere Menge endlich erzeugter Ideale von A. Seien v und w Bewer- 

tungen von A. Wir nennen w eine ¥-zulassige Spezialisierung von v, wenn w eine 

[-gulassige Spezialisierung von v ist fiir jedes J € F. 

Die F-zulassigen Spezialisierungen von Spv A erfiillen (1.3.4.1) und somit (S2) und 

(S4). Offensichtlich gelten auch (S3) und (S5). 

Die Mengen F und F U{A} definieren dieselben zulassigen Spezialisierungen. Deshalb 

kénnen wir bei Bedarf ohne Einschrankung annehmen, daf A € F. 

Ftir jede Bewertung v von A setzen wir 

V'.(F)= LJ Pod). 
lEF 

Wir erhalten wieder



30 

Lemma 1.3.21. i) w ist genau dann eine F-zulassige Spezialisierung von v, wenn es 

eine konvexe Untergruppe H von I, gibt mit cI'y(#) C H und w= o|H. 

ii) v hat genau dann keine echte ¥-zulassige Spezialisierung, wenn I'y = cI'y(F). 

Lemma 1.3.22. Seien fo,..., fn Elemente von A und Jj,...,Jm Elemente von 7, 

so daB IC 4/(fo,...,fn) und fo € VI mit 1 = ,-...-Im. Dann ist Ra(4,. . ., ) 

abgeschlossen gegeniiber F- -zulassigen Spezialisierungen. 

  

Beweis: Ist w eine J,-zulassige Spezialisierung von v fir k = 1,...,m, so ist w auch 

eine I-zulassige Spezialisierung von v. Also folgt die Behauptung aus (1.3.16). 

Ist das von der Vereinigung aller Elemente von F erzeugte Ideal nicht A, so nehmen 

wir A zu der Menge F¥ hinzu. Es gilt dann in jedem Fall 

(4) V'y(F) = Uc o(D| 1 € F und v(1) F {00}) fiir jedes v€éSpva 

Lemma 1.3.23. Sei v ein Element von SpvA mit I, Vy(F) und sei U eine 

Umgebung von v in Spv A. Dann gibt es fo,...,fn € A und J € F, so dab v € 

Ra(&,....2) CU und VI = (fo... fa)- | 

Beweis: Wir wahlen go,...,9m € A, so dak v € Ra(&,.. +1 ozs \ CU. Dav(go) ET, = 

cl'y(F), folgt aus (4), da v(go) € cI'y(/) fiir ein J € F mit v(1) # {co}. Wir setzen 

w = v|cT'(Z). Dann gilt Pw = T'w(I), w(1) % {co} und w € Ra(4, ., @) CU. 

Nach (1.3.17) gibt es fo,...,fn € A, so daB w € Ra(#,... Byc u und /I = 

\/(fo,---;fn). Da v eine Generalisierung von w ist, ist v € Ra(be. bey in), 

Definition 1.3.24. Den topologischen Teilraum {v € SpvA|T, = cI w(F )} von 

Spv A bezeichnen wir mit Spv(A,#). Eine Teilmenge M von Spv (A, F) heift ra- 

tional, wenn es fo,...,fn € A und h,...,lm € F gibt, so daB M = Spv(A,F)N 

Ra(#,...,#), IC JS(fo,.--, fn) und fo € VI, wobei J = Iy-...- Im. Gilt sogar 

Vi = J/(fo,--+>fn)s so heift M eine spezielle rationale Teilmenge von Spv (A, F). 

Satz 1.3.25. i) Der topologische Raum Spv (A, F) ist spektral und die Retraktion 

Spv A —> Spv(A,F), v => v| cI',(F) ist eine spektrale Abbildung. . 

ii) Die rationalen Teilmengen von Spv(A,¥F) sind konstruierbar. Der Durchschnitt 

zweier rationaler Teilmengen ist eine rationale Teilmenge, der Durchschnitt zweier 

spezieller rationaler Teilmengen ist eine spezielle rationale Teilmenge. Die speziellen 

rationalen Teilmengen bilden eine Basis fiir die Topologie von Spv (A, F).
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Der Beweis von (1.3.25) ergibt sich aus (1.1.2), (1.3.1), (1.3.21), (1.3.22) und (1.3.23). 

Bemerkung 1.3.26. i) Ist F endlich , so ist Spv(A,#) = U Spv(A, J). 
IEF 

ii) Ist A endlich erzeugt tiber Z, so gilt Spv(A,#) = UL Spv(A,J) fiir jedes F, da ° 

jede Bewertung von A endlichen Rang hat. ler 

Beispiel. Sei f: 4 —> B ein Ringhomomorphismus. Fiir jedes Primideal p von A 

setzen wir Xp = Spv(Cp,Cp) mit Cp = B @4 Quot(A/p). Wir betrachten Xp als 

Teilmenge von Spv B durch die kanonischen Inklusionen Xp e+ Spv Cy — Spv B. 

Dann ist die Vereinigung aller Xp eine spektrale Teilmenge von Spv B, denn es gilt 

U Xp = Spv(B,F), 

peSpec A 

wobei F die Menge von Idealen {B- f(a)|a € A} ist. 

Beweis: Sei v eine Bewertung von B. Sei q = f~1(supp(v)). Es gilt 

ve LU Xp => ve Xq <> Py ist die von cI’, und {v(f(a))|a € A\q} erzeugte 
pespec A 

konvexe Untergruppe von Ty => Ty =cI'yU [LU (v(f(a))), wobei (v( f(a))) die von 
acA\q 

v(f{(a)) erzeugte konvexe Untergruppe von Ty ist => Ty = LU cl'o(B: f(a)) <=> 

v € Spv (B,F). | aca 
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1.4. DAS BEWERTUNGSSPEKTRUM EINES SCHEMAS 

Sei X ein Schema. Eine Bewertung von X ist ein Paar (z,v), wobei x ein Punkt von 

_ X und v eine Bewertung des Residuenkorpers von z ist. Haufig schreiben wir einfach 

v anstelle von (z,v). Der Punkt « heift der Trager der Bewertung v und wird mit 

supp (v) bezeichnet. Die Wertegruppe von v wird mit I'y bezeichnet. 

Die Menge aller Bewertungen von X wird mit Spv X bezeichnet. Wir versehen Spv X 

mit der Topologie, die von den Mengen {(x,v) € Spv X|z € U, v(a(x)) > v(b(x)) # 

oo} erzeugt wird, wobei U eine offene Teilmenge von X und 

a,b € T(U,Ox). Jeder Morphismus f: X —>+ Y von Schemata induziert eine stetige 

Abbildung Spv (f): Spv X — > SpvY. Ist f eine offene Einbettung von Schemata, so 

ist Spv (f) eine offene Einbettung topologischer Raume. 

Eine Bewertung w von X heiSt Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) 

einer Bewertung v von X, wenn es eine affine offene Teilmenge U/ von X gibt, 

so da8 v,w € SpvU = SpvI'(U,Ox) und w eine Primarspezialisierung (bzw. Se- 

kundarspezialisierung) von v in SpvI'(U, Ox) ist. 

Die Menge der Punkte (z,v) von Spv X, so da8 es eine affine offene Umgebung U von 

z in X gibt mit v(a(zx)) > 0 fiir jedes a € P(U, Ox), wird mit Spv +(X) bezeichnet. 

Aus (1.1.6) folgt sofort 

Satz 1.4.1. Ist X quasikompakt und quasisepariert, so ist Spv X ein spektraler 

Raum. 

Sei v eine Bewertung von X. Fiir jede affine offene Teilmenge U von X mit supp (v) € 

U sei cly, y C I'y die charakteristische Untergruppe der durch v gegebenen Bewertung 

von I'(U,Ox). Wir definieren 

Wy =(\Tou 
U 

wobei U alle affinen offenen Mengen von X durchlauft, die supp (v) enthalten. cI’, 

heift die charakteristische Untergruppe von v. Es ist klar, da diese Definition 

der charakteristischen Untergruppe tibereinstimmt mit derjenigen aus (1.1), wenn 

X = Spec A affin ist. 

Proposition 1.4.2. Sei X quasikompakt. Dann gibt es eine affine offene Teilmenge U 

von X mit supp (v) € U und cy = cl’y,y. Genauer: Sei (U;|z € J) eine Uberdeckung
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von X durch affine offene Teilmengen. Dann gibt es ein 1 € I mit supp(v) € U; und 

cl'y = cl'y y,. 

Beweis: Sei (U;|z € I’) eine endliche Teiliiberdeckung von (U;|i € I). Sei S ein 

Element aus (U;|2 € r'), so daf supp (v) € S und cl'y,s C cI'y,y, fiir jedes i € I’ mit 

supp (v) € Uj. Sei U eine affine offene Teilmenge von X mit supp(v) € U. Wir zeigen 

yg Sclyy. 

Seien fi,..., fn € T(U,Ox), so daB (D(fi)|t = 1,...,n) eine Uberdeckung von U ist, 

die die Uberdeckung (Uj; NU|i € I') verfeinert, wobei D(f;) = {x €U| fi(z) # 0}. 

Ks ist u( fi) € cl',,y fir mindestens ein 7: € {1,...,n}. Denn: Angenommen, dies sei 

falsch. Dann ist v(#i) > cI'u,y fiir jedes i € {1,...,n}. Seien m,...,9n € T(U, Ox) 

mit figit...+fngn = 1. Dann ist 0 = v(1) > min{v(fj)+(gi)|i = 1,... n}.>cDyy, 

Widerspruch. 

Seij € {1,...,n} mit o(f;) € cI',,y. Dann ist supp (v) € D(f;) und Ig = Vy, (f;)- 

Sei k € I’ mit D(f;) C U,NU. Dann ist supp (v) € Uz und es gilt Tyg C Tuy, © 

Vy, pcg,) = Mv,u- 

Proposition 1.4.3. Sei f:X — > Y ein Morphismus von Schemata. Sei v eine 

Bewertung von X und sei w das Bild von v unter der Abbildung Spv(f). Wir 

betrachten [,, als Untergruppe von Ty. — 

i) Es ist CC € cI'y. 

ii) Ist Y quasikompakt und f eigentlich, so ist cI’, die konvexe Hille von cI'y. 

Beweis: i) Sei (U;|i € I) eine Basis der Topologie von X bestehend aus affinen offenen 

Teilmengen, so daf es zu jedemz € I eine affine offene Teilmenge Vj von Y gibt mit 

f(Ui) © Vj. Sei I’ die Menge der Indizes i € IJ mit supp(v) € U;. Fir jedes i € J! 

ist dann supp(w) € Vj und cI'yy, C cI'y,y,;. Nach (1.4.2) gilt fiir jede affine offene 

Teilmenge U von X, die den Trager von v enthalt: () cT',,y, € cy,y: Damit haben 
. _ ef! 

wir cI'y C () Puy, © f) Peg, = Pe. re 
. ie! ie!’ 

li) Sei H eine konvexe Untergruppe von I, mit cI!’ C H. Zu zeigen ist cI’, C H. 

Sei v! die Bewertung v/H von X. (Die Definition von v/H auf X erfolgt analog 

zur Definition im affinen Fall.) Die Bewertung w! = w/H Tw von Y ist das Bild 

von v! unter Spv(f). Nach (1.4.2) gibt es eine affine offene Teilmenge V von Y mit 

supp (w’) = supp(w) € V und cI'y = Tw. Da c!'y € H, ist w'(a) > 0 fir jedes 

a €T(V,Oy), dh. die Bewertung w’ von V hat ein Zentrum auf V. Nach dem 

Bewertungskriterium ftir eigentliche Morphismen hat dann v’ ein Zentrum auf X, 

d.h. es gibt eine affine offene ‘Teilmenge U von X mit supp(v’) = supp(v) € U und 
. /
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v'(a) > 0 fir jedes a E [(U, Ox). Also gibt es kein-a € [(U, Ox) mit v(a) < H, dh. 

es gilt cI'yy C H. Damit haben wir cl'y C cI, C H. 

Korollar 1.4.4. Sei f:X —> Y ein eigentlicher Morphismus von Schemata. Sei 

v eine Bewertung von X. Die Menge der Primarspezialisierungen von v wird 

unter Spv(f) surjektiv abgebildet auf die Menge der Primarspezialisierungen von 

Spv (/)(v) 
Bemerkung. Mit (1.1.17) folgt, daB (1.4.4) richtig bleibt, wenn man Spezialisierung 

statt Primarspezialisierung setzt. 

Ab jetzt sei X ein quasikompaktes und separiertes Schema. Sei v eine Bewertung 

von X und sei H eine konvexe Untergruppe von IT, mit cl‘y C H. Wir wollen eine 

Bewertung v|H definieren. Nach (1.4.2) gibt es eine affine offene Teilmenge U von 

X mit supp(v) € U und cl'yy CG H. Wir haben deshalb die Primarspezialisierung 

v|H € Spvl(U,Ox) = SpvU C Spv X. Aus (1.1.9) und dem Bewertungskriterium 

fir Separiertheit folgt, da® diese Definition von v|H unabhangig von der Auswahl von 

U ist. Deshalb gilt 

Proposition 1.4.5. Die Bewertungen v|H, wobei H die konvexen Untergruppen 

.von Ty mit cI, C H durchlauft, sind die Primarspezialisierungen von v. Die 

Primarspezialisierungen von v bilden eine Kette mit kleinstem Element v und gro8tem 

Element v|cI’,. Es gibt eine affine offene Teilmenge U von X, so daf die Trager aller 

Primarspezialisierungen von v in U liegen. 

Sei Z eine quasikoharente Idealgarbe von endlichem Typ auf X. Wir wollen entspre- 

chend zu Spv (A, J) nun Spv (X,T) definieren. Sei T die durch Z definierte abgeschlos- 

sene Teilmenge von X. Eine Bewertung w von X heift eine Z-zulassige Spezialisierung 

einer Bewertung v von X, wenn gilt 

a) Ist supp (v) ¢ T, so ist w eine Primarspezialisierung von v mit supp (w) ¢ T. 

b) Ist supp (v) € T, so ist v = w. 

Nach (1.4.5) erftillen die Z-zulassigen Spezialisierungen die Eigenschaft (S3). Wir 

setzen 

Spv (X,Z) = {v € Spv X |x hat keine echte Z-zulassige Spezialisierung } | 

und versehen Spv (X,Z) mit der Teilraumtopologie von Spv X. (Man beachte: Ist U 

eine affine offene Teilmenge von X, so gilt im allgemeinen nicht Spv (X,Z)NSpvU = 

Spv (A, I), wobei A = I'(U, Ox) und J = T(U,7).)
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Lemma 1.4.6. Es gibt (genau) eine Topologie JT auf Spv X, so da’ (Spv X,7) ein 

spektraler Raum ist, der dieselben konstruierbaren Teilmengen wie Spv X hat und 

dessen Spezialisierungen gerade die Z-zulassigen Spezialisierungen sind. 

Beweis: Seien Uj,...,Un affine offene Teilmengen von X, die X tiberdecken. Sei 

Ay =T(Ux, Ox) und , = T(U;z, 2). Nach (1.3) gibt es eine Topologie 7, auf Spv U; = 

Spv Ax, so da$ (Spv Az, 7;) ein spektraler Raum ist, der dieselben konstruierbaren 

Teilmengen wie Spv A; hat und dessen Spezialisierungen gerade die Jj-zulassigen 

Spezialisierungen sind. Es ist Yi; := SpvU; M SpvU; eine offene konstruierbare 

Teilmenge von (Spv A;, 7) und (Spv A;,7;). Weiterhin gilt fiir Punkte x,y € Yijz 

y ist. eine [,-zulassige Spezialisierung von x genau dann, wenn y eine J;-zulassige 

Spezialisierung von zx ist. Also sind (Yj;,7i|¥ij) und (¥i;,7)|Yi;) spektrale Raume, 

die dieselben konstruierbaren Teilmengen und dieselben Spezialisierungen besitzen. 

Somit 7;|Yi; = 7)|Yi;. Die Topologien J, verkleben sich deshalb zu einer Topologie T 

auf Spv X. Fiir diese Topologie gilt (1.4.6). 

Nach (1.4.6) erfullen die Z-zulassigen Spezialisierungen die Eigenschaft (S2), d.h. es | 

gibt zu jedem x € Spv X ein y € Spv(X,7), so daf y eine Z-zulassige Spezialisierung 

von x ist. Da (S3) gilt, ist y eindeutig bestimmt. Wir definieren eine Retraktion 

r:Spv X —> Spv(X,Z) durch ¢+— y. 

Satz 1.4.7. Der topologische Raum Spv(X,Z) ist spektral und r:SpvX —-> 

Spv (X, Z) ist eine spektrale Abbildung. 

Beweis: Wir zeigen zunachst 

(1) Ist P eine abgeschlossene Teilmenge von Spv X, so ist die Menge 

G aller Z-zulassigen Generalisierungen aller Elemente von P abge- 

schlosen in Spv X. 

Als abgeschlossene Teilmenge von Spv X ist P prokonstruierbar in Spy X. Nach 

(1.4.6) ist dann auch G' prokonstruierbar in Spv X. Deshalb geniigt es zu zeigen, daf 

G abgeschlossen ist gegeniiber Spezialisierungen in Spv _X. Sei y eine Spezialisierung 

eines Elements z von G. Wir zeigen y € G. Indem wir eine affine offene Teilmenge — 

von X betrachten, die den Trager von y enthalt, erhalten wir aus (1.1.17), daB y eine | 

Primarspezialisierung einer Sekundarspezialisierung z! von z ist. Sei z eine Z-zulassige 

Spezialisierung von z mit z € P. Indem wir eine affine offene Teilmenge von X be- 

trachten, die den Trager von z enthalt, erhalten wir aus (1.1.15i), da8 es einen Punkt 2’ 

von Spv X gibt, der eine Sekundarspezialisierung von z und eine Primarspezialisierung 

von z! ist. Da y und z! Primarspezialisierungen von a’ sind, folgt aus (1.4.5), daf y eine 

; ‘ 
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Primarspezialisierung von z’ oder z’ eine Primarspezialisierung von y ist. Ist y eine 

Primarspezialisierung von 2’; so ist y € P, da P abgeschlossen ist. Somit y € P C G. 

Ist z' eine Primarspezialisierung von y, so ist z’ eine Z-zulassige Spezialisierung von 

y. Da z' € P, ist dann y EG. 

Wir zeigen nun, da% die Eigenschaft (51) fiir Z-zulassige Spezialisierungen erfullt 

ist. Seien ein x € Spv(X,Z) und eine Umgebung V von z in Spv X gegeben. Sei 

U eine affine offene Teilmenge von X, die den Trager von x enthalt. Sei G die 

Menge aller 7-zulassigen Generalisierungen aller Punkte von Spv.X \SpvU. Wir 

setzen W = SpvX\G. Es ist dann s € W C SpvU. Nach (1) ist W offen. Sei 

A=T(U,Ox) und I = [(U,T). Es ist « € Spv(A,/). Nach (1.3.7) und (1.3.8) gibt 

es eine offene konstruierbare Teilmenge R von Spv A, die abgeschlossen ist gegeniiber 

[-zulassigen Spezialisierungen in Spv A und so da8 z € RC VAW. Wir miissen noch 

zeigen, da$ R abgeschlossen ist gegenuber Z-zulassigen Spezialisierungen. Sei v € R 

und sei w eine Z-zulassige Spezialisierung von v in Spv X. W ist nach Konstruktion 

abgeschlossen gegentiber Z-zuladssigen Spezialisierungen. Mit v € W ist also auch 

weéeW. DaW C SpvJ, ist w ein Element von Spv A. Dann ist w eine [-zulassige 

Spezialisierung von v in Spv A und somit w € R. 

Also ist (S1) fiir Z-zulassige Spezialisierungen erfiillt und (1.4.7) folgt aus (1.3.1). 

Aus der Stetigkeit von r folgt 

Korollar 1.4.8. Ist U eine quasikompakte offene Teilmenge von X, so ist 

Spv (X,Z) NSpv U eine offene Teilmenge von Spv (U, Z|U). 

Bemerkung. Sei v eine Bewertung von X. Fur jede affine offene Teilmenge U von 

X mit supp(v) € U setzen wir cl’, y(Z) := cl'v(/), wobei wir v als Bewertung von 

Spv [(U, Ox) betrachten und J das Ideal T(U,Z) ist. Wir definieren 

cP, (Z) = () Vy u(Z), 

U 

wobei U die Menge aller affinen offenen Teilmengen von X durchlauft, die den Trager 

von v efithalten. 

Hs gibt eine affine offene Teilmenge U von X mit supp (v) € U und cP,(Z) = Vy y(Z). 

Kine Bewertung w von X ist genau dann eine Z-zulassige Spezialisierung, wenn es 

eine konvexe Untergruppe H von ly gibt mit cl’y(Z) C H und w = of. Fir die 

Retraktion r erhalten wir r(v) = v| cI'y(Z).
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1.5. DIE GARBE DER ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN AUF DEM BEWERTUNGS- 

SPEKTRUM 

Wir fuhren hier im einfachsten Fall das vor, was wir in Kapitel 3 ausftihrlich darstellen 

werden. 

Definition 1.5.1. Sei (X, Ox) ein Schema und sei T eine Teilmenge von Spv X. Wir 

versehen T mit der Teilraumtopologie von Spv X. Sei f: 7 —+ X die Einschrankung 

der Tragerabbildung auf T. Die Abbildung f ist stetig. Die Garbe f-1(Ox) auf T 

hei8t die Garbe der algebraischen Funktionen auf T (beziiglich X). 

Ein bewerteter lokaler Ring ist ein lokaler Ring A zusammen mit einer Bewertung v 

von A, deren Trager das maximale Ideal ist. Der Unterring Ay = {a € A|v(a) > 0} 

von A heift der Ring der ganzen Elemente von (A, v). Ein lokaler Ringhomomorphis- 

mus zwischen bewerteten lokalen Ringen (A, v) und (B, w) ist ein Ringhomomorphis- 

mus f: A —> B mit Spv(f)(w) = v. Es gilt das einfache Lemma 

‘Lemma 1.5.2. Seien (A, v) und (B,w) bewertete lokale Ringe. 

i) Es ist Ay ein lokaler Ring. 

ii) Ein Ringhomomorphismus f: A —> B ist genau dann ein lokaler Ringhomomor- 

phismus zwischen den bewerteten lokalen Ringen (A, v) und (B,w), wenn gilt: f 

ist lokal, f(Av) © Bw und der induzierte Ringhomomorphismus Ay —> By ist 

lokal. 

Wir wollen eine Kategorie (VL) definieren. Dazu betrachten wir Tripel 

(X, Ox, (vz|a € X)), fiir die gilt 

(1) X ist ein topologischer Raum, Ox ist eine Garbe von Ringen auf 

X mit lokalen Halmen Ox,; und jedes vz ist eine Bewertung von 

Ox, deren Trager das maximale Ideal ist. 

Zu solch einem Tripel definieren wir eine Untergarbe of von Ox: Fir jede offene 

Teilmenge U von X ist OF(U) = {f € Ox(U)|vz(fe) > 0 fiir jedes z € U}. OF ist 

eine Garbe von Ringen. ot heift die Garbe der ganzen Elemente von Ox. 

Definition 1.5.3. Die Objekte der Kategorie (VL) sind alle Tripel 

(X, Ox, (vz|x € X)), die (1) erfiillen, und fir die gilt 

(2) Fir jedes x € X ist der Halm der Garbe der ganzen Elemente 

von Ox in « der Ring der ganzen Elemente des bewerteten lokalen 

Rings (Ox,2, vz), d.b. (Of)z = {f € Ox,2| ve(f) > 0}.
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Dié Morphismen zwischen zwel Objekten (X, Ox, (ve|a € X)) und 

(Y, Oy, (vyly € Y)) in (VL) sind allé Padre fh; p); fat dis gilt: f ist eine stetigé 

Abbildung X — Y und ¢ ist ein Garbeniiotphismus Oy —=—+ frOx; 80 da8 fir 

jedes x € X die induzierte Abbildung yz: Oy, ¢7) —+ Ox,2 ein lokaler Ringhomo- 

morphismus zwischen den bewerteten lokalen Ringen (Oy, f(z), vg(zy) und (Ox,e, vz) 

ist. 

Die Struktur eines Objekts aus (VL) ist nicht allein durch die Strukturgarbe Ox 

bestimmt, sondern zusatzlich durch die Familie von Bewertungen (vz| cz € X). Man 

kann auch sagen, die Struktur ist durch die beiden Garben Ox und ot gegeben, da 

man nach (2) aus der Garbe Of die Bewertungen v; gewinnen kann. Aus (1.5.2) 

folgt 

Lemma 1.5.4. Seien X = (X,Ox, (vz|z € X)) und Y = (Y,Oy, (vyly € Y)) 

Objekte der Kategorie (VL). 

i) Die Halme (Of). sind lokale Ringe. 

ii) Die Morphismen zwischen X und Y in der Kategorie (VL) sind die Morphis- 

men lokal geringter Raume f:(X,Ox) — (Y, Oy), die einen Morphismus lokal 

geringter Raume (X, Of) —> (Y, Of) induzieren. 

Die Eigenschaft (2) la8t sich folgendermaSen umformulieren. 

Lemma 1.5.5. Fir ein Tripel (X, Ox, (vz|z € X)), das (1) erfiillt, sind 4quivalent 

a) Es gilt (2). 

b) Fur jede offene Teilmenge U von X und jedes a € I(U,Ox) ist 

{x € U | vz(az) > 0} offen in X. 

c) Fir jede offene Teilmenge U von X und jedes a,b € T(U,Ox) ist 

{x €U | vz(az) > vz (br) # co} offen in X. 

Aus (1.5.5) folgt 

Bemerkung 1.5.6. Sei (X,O,(vz | « € X)) ein Objekt der Kategorie (VL). Seien 

xz und y Punkte von X und sei y eine Spezialisierung von x. Sei g:Oy — Or die 

kanonische Abbildung. Dann ist vy eine Spezialisierung von Spv (g)(vz) in Spv Oy. 

Wir erinnern an die universelle Eigenschaft eines affinen Schemas. 

(3) -‘Sei A ein Ring. Der lokal geringte Raum X = Spec A zusammen 

mit dem kanonischen Ringhomomorphismus h: A —> I(X,O x)
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erfullt die folgende Eigenschaft. Sind Y ein lokal geringter Raum 

und f:A —+ I(Y,Oy) ein Ringhomomorphisinus, so gibt és ge: 

ridu eineri Morphismus lokal geringter Raume y! Y —> X, so daB 

f = 90h, wobei g der durch  induzierte Ringhomomorphismus 

T(x, Ox) — IY, Oy) ist. 

Wir wollen nun in (3) die Kategorie der lokal geringten Raume durch die Kategorie 

(VL) ersetzen. Da die Struktur eines Objektes X aus. (VL) nicht allein durch die 

Garbe Ox sondern durch das Paar von Garben (Ox, Of) bestimmt ist, scheint es 

sinnvoll zu sein, den Ring A in (3) durch ein Paar von Ringen zu ersetzen. Ein Paar 

von Ringen (A, B) besteht aus einem Ring A und einem Unterring B von A. Ein 

Ringhomomorphismus zwischen den Paaren von Ringen (A,B) und (C, D) ist ein 

Ringhomomorphismus f: A —> C mit f(B) C D. 

(*) Sei (A, B) ein Paar von Ringen. Gesucht ist ein Objekt X der 

Kategorie (VL) zusammen mit einem Ringhomomorphismus 

h: (A, B) — (T'(X, Ox), P(X, OF)), so daf gilt: Ist Y ein Objekt 

der Kategorie (VL) und ist f:(A,B) —>+ (T(Y, Oy), I'(Y, Of)) 

ein Ringhomomorphismus, so gibt es genau einen Morphismus der 

Kategorie (VL) yp: Y —> X, so daB f = goh, wobei g der durch y 

induzierte Ringhomomorphismus 

(I'(X, Ox), T(X, O¢)) — (L(Y, Oy) ,P(¥, OF) ist. 

Sei ein Paar von Ringen (A, B) fixiert. Wir setzen X = {v € Spv A|v(6) > 0 fiir 

jedes b € B} und versehen X mit der Teilraumtopologie von Spv A. Sei A die Garbe | 

der algebraischen Funktionen auf X. Jede Bewertung « von A mit « € X laBt sich 

fortsetzen zu einer Bewertung vz von Agypp(s) = Az. Der Trager von vz ist das 

maximale Ideal von Az. Es folgt aus der Definition der Topologie von Spv A, daf 

(X, A, (ve|x € X)) die Eigenschaft (2) erfiillt. Also ist X = (X,A,(ve|a € X)) ein 

Objekt der Kategorie (VL). Es gilt offensichtlich 

Satz 1.5.7. X zusammen mit dem kanonischen Ringhomomorphismus 

(A, B) — (I(X, A), P(X, At)) lést das Problem (+). 

Proposition 1.5.8. Seien fo,..., fn Elemente von A. Wir setzen 

U =X Ra(#,...,2). Dann ist H9(U,A) = Ag, und Hi(U, A) = 0 fiir i > 0. 

Beweis: Sei f:X —~ SpecA die Tragerabbildung. Sei g:SpecA —> X die Abbil- 

dung, die ein Primideal p auf die triviale Bewertung mit Trager p abbildet. Fur jedes
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V =X Ra(&,...,%) gilt {(V) = g-(V) = D(go). Sei O die Strukturgarbe des 
Schemas Spec A. Es ist g stetig mit g.(O) = f-1(O) = A und R*g,O = 0 fir k > 0. 

Hieraus folgt die Behauptung. 

Bemerkung. In der Situation von (1.5.8) ist T(U,At+) der ganze Abschlu8 von 

‘BB, B] in Af.
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2. TOPOLOGISCHE RINGE 

2.1. NICHTARCHIMEDISCH TOPOLOGISIERTE RINGE 

Sei A ein topologischer Ring und sei T eine Teilmenge von A. T heift beschrankt, 

wenn es zu jeder Nullumgebung U von A eine Nullumgebung V von A gibt mit 

{v-tlveV, tET} CU. 

Fir jedes n € N setzen wir T(n) = {t1-...-tn|ti,...,¢n € T}. T heift potenzbe- 

schrankt, wenn (J T(n) beschrankt ist. Ein a € A heiSt potenzbeschrankt, wenn 
neN 

{a} potenzbeschrankt ist. 

T heiSt topologisch nilpotent, wenn (T'(n) |n € N) eine Nullfolge ist, d-h. zu jeder 

Nullumgebung U von A gibt es ein N € N, so daf T(n) C U fir jedes n > N. Ein 

a € A heiBt topologisch nilpotent, wenn {a} topologisch nilpotent ist. Es gilt das 

einfache Lemma 

Lemma 2.1.1. i) Eine endliche Vereinigung beschrankter Mengen ist beschrankt. 

ii) Jede endliche Teilmenge von A ist beschrankt. 

iii) Sind T),...,T beschrankte Teilmengen von A, so sind {t)-...-talt; € Tj fur 

i=1,...,n} und {t) +...+tn|t; € Tj fir i=1,...,n} beschrankt. 

iv) Eine endliche Vereinigung potenzbeschrankter Mengen ist potenzbeschrankt. 

v) Eine Menge, die beschrankt und topologisch nilpotent ist, ist potenzbeschrankt. 

vi) Eine endliche Vereinigung von Mengen, die beschrankt und topologisch nilpotent 

sind, ist topologisch nilpotent. 

vii) Ist 7 potenzbeschrankt und T2 topologisch nilpotent, so ist 

{t, -tg|ti € Ti, tg € Ty} topologisch nilpotent. 

Definition 2.1.2. Ein nichtarchimedisch topologisierter Ring (kurz: nat-Ring) ist 

ein topologischer Ring, der em Fundamentalsystem von Nullumgebungen besitzt, die 

additiv abgeschlossen sind. 

Fir den Rest dieses Paragraphen fixieren wir einen nat-Ring A. 

Unmittelbar aus der Definition (2.1.2) folgt 

Lemma 2.1.3. Sei T' eine Teilmenge von A und sei T’ die von T erzeugte Untergruppe 

von A. Dann gilt 

i) T' ist genau dann beschrankt, wenn T beschrankt ist. 

ii) T' ist genau dann potenzbeschrankt, wenn T potenzbeschrankt ist. 

iii) 7’ ist genau dann topologisch nilpotent, wenn T topologisch nilpotent ist.
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Korollar 2.1.4. i) Eine Teilmenge T von A ist genau dann potenzbeschrankt, wenn 

der von T erzeugte Unterring von A beschrankt ist. 

ii) Seien T;,..., Zn Teilmengen von A, die multiplikativ abgeschlossen und beschrankt 

sind. Dann ist der von Tj U...U Tp» erzeugte Unterring von A beschrankt. 

Beweis: i) Ohne Einschrankung ist 1 € T'. Der von T erzeugte Unterring von A ist die 

von |) T(n) erzeugte Untergruppe von A. Somit folgt die Behauptung aus (2.1.3. i). 
n€N 

ii) Nach (2.1.1.iv) ist J] U...U Tn potenzbeschrankt. Deshalb folgt die Behauptung 

aus (i). 

Definition 2.1.5. Die Menge aller potenzbeschrankten Elemente von A wird mit A° 

bezeichnet. Die Menge aller topologisch nilpotenten Elemente von A wird mit A°° 

bezeichnet. 

Bemerkung 2.1.6. Sind Aj und A2 zwei beschrankte Unterringe von A, so ist nach — 

(2.1.4.ii) auch der von A; und Ag erzeugte Unterring beschrankt. Deshalb ist die 

Vereinigung aller beschrankten Unterringe von A ein Unterring von A. Nach (2.1.4.i) 

ist dieser Unterring gleich A°. 

Proposition 2.1.7. i) Der Unterring A° von A ist ganz abgeschlossen in A. 

ii) A°° ist ein Radikalideal von A°. 

Beweis: i) Sei a € A ganz tiber A°. Nach (2.1.6) ist a ganz tiber einem beschrankten 

Unterring von A. Aus (2.1.1.ii und iii) folgt, da8 a potenzbeschrankt ist. 

ii) Nach (2.1.1.ii und v) ist A°° C A®. Nach (2.1.1.ii und vi) sowie (2.1.3.iii) ist 

A°° additiv abgeschlossen. Nach (2.1.1.vii) ist A°® ein Ideal von A°. Sei nun a € A 

mit a™ € A°° fir einm € N. Wir zeigen a € A°°. Sei eine Nullumgebung U von 

A Behe Wir wahlen eine Nullumgebung V von A, so daf a'-v € U fir jedes 

2 € {0,.. — 1} und jedes v € V. Sei weiterhin N eine natiirliche Zahl, so daf 

(am)r eV ‘in ir jedes n> N. Dann ist a" € U fur jedesn >m-N. 

Seien S und T Teilmengen von A. Die von {s-t¢|s € S,t € T} erzeugte Untergruppe 

von A wird mit S-T bezeichnet. Wir definieren T”, n € No, induktiv durch T° = Z-1 

und 7* = T"-1.T fir n > 1. Ist S = {s} einelementig, so schreiben wir auch s-T 

statt {s}-T. Ist f: A —>+ B ein Ringhomomorphismus und ist R eine Teilmenge von 

B, so schreiben wir auch S'- R statt f(S)- BR. 

Wir beschreiben nun zwei wichtige Konstruktionen fir nat-Ringe, namlich die topo- 

logischen Polynomringe tuber nat-Ringen und die topologischen Lokalisationen von 

nat-Ringen. Zunachst die topologischen Polynomringe.
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Sei I eine Indexmenge. Mit No(J) bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen 

v:I —+ No, so daB v(z) = 0 fiir fast alle: € J. Sei T = (T;|% € J) eine Familie 

von Teilmengen von A, so daf T7"-U eine Nullumgebung von A ist fiir jedes 1 € J, 

jedes m € N und jede Nullumgebung U von A. Fir jedes v € No(J) setzen wir 

m= TT rr. 
tel 

v(i)40 

(Ist v die konstante Abbildung auf 0, so sei TY = Z-1). Es ist dann TY -U eine 

Nullumgebung fiir jedes v € No(I ) und jede Nullumgebung U. 

Wir betrachten den Polynomring A[X] = A[X; |? € I]. Fir jede Nullumgebung U von 

A setzen wir Upxyy}= { D> av X” € A[Xi |i € Ila, € T”-U fiir jedes v € No(Z)}. 
vENo(J) 

Satz 2.1.8. Die Menge {Ujx;|U Nullumgebung von A} ist eine Nullumgebungsbasis 

einer Ringtopologie auf A[X]. Dieser topologische Ring wird mit A[X;|i € I]r = 

A|X]r bezeichnet. 

Beweis: Jedes U;y) ist eine Untergruppe von A[X]. Sind U und V Nullumgebungen 

von A mit U-U CV, so gilt Urx}-ULx] © Vix}. Gegeben seien ein Element a = Da, X” 

von A[X] und eine Nullumgebung U von A. Es ist noch zu zeigen, da8 es eine 

Nullumgebung V von A gibt mit a- Vix © Upx}. 

Da T”-U eine Nullumgebung von A ist ftir jedes v und da a, = 0 fiir fast alle v, 

gibt es eine Nullumgebung V von A, so daf a, -V ¢ TY -U fir jedes v. Es ist dann 

a Vixy S Ux}. 

Satz 2.1.9 (Universelle Eigenschaft von A[X]7). A[X]r ist ein nat-Ring, der kano- 

nische Ringhomomorphismus h: A —+ A[X]r ist stetig und die Menge {h(t) - X;|2 € 

I, t € T;} ist potenzbeschrankt in A[X]r. Sind B ein nat-Ring, f: A —> B ein steti- 

ger Ringhomomorphismus und (6; |7 € J) eine Familie von Elementen von B, so da8 

die Menge { f(t) - 6;|¢ € 7, t € T;} potenzbeschrankt in B ist, so gibt es genau einen 

stetigen Ringhomomorphismus g: A[X]r —> B mit f = goh und g(X;) = 8; fir jedes 

1éel, 

Beweis: Wir setzen H = {h(t)-X;|i € I, t € T;}. Fir jede Nullumgebung U von A 

und jedes n € N ist H™ -Urx) © Ulx}. Deshalb ist H potenzbeschrankt in A[X]r. 

Sei g: ALX]r —> B der Ringhomomorphismus tiber A mit g( Xi) = 6; far cE I. Wir 

zeigen, daf g stetig ist. Sei U eine Nullumgebung von B, die eine Untergruppe von
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B jst. Wir setzen F = {f(t)- b: |i € I, t © Ti}: Sei V eine Nullumgebung von B, so 

daB F™.V CU fiir jedes m € N: Sei W eine Nullumgebung von A init f(W) ¢ V: 

Es ist dann g(Wix}) © U. 

Wir betrachten nun den Potenzreihenring 

A[X] = ALX; |i € 1] = { >> ay X”|a, € A fir jedes v € No(1)}. 
Sei vENo(J) 

B:= { >> ay X¥ € ALX;|2 € I] | fir jede Nullumgebung U von A 
vENo(L 

ist ay C Ty -U fir fast alle v € No(1)}. 

Fur jede Nullumgebung U von A setzen wir U(x) = {Lay X” € Bla, € T’-U fir 

jedes v € No(J)}. 

Satz 2.1.10. B ist ein Unterring von A[X]. Die Menge {Ux |U Nullumgebung 

von A} ist eine Nullumgebungsbasis einer Ringtopologie von B. Dieser topologische 

Ring wird mit A(X;|¢ € I)rp = A(X) bezeichnet. Ist T; = {1} fiir jedes 1 € J, so 

schreiben wir auch A(X) statt A(X). 

Beweis: Zunachst zeigen wir 

(1) Seien U eine Nullumgebung von A und Ya, X” ein Element von B. Dann gibt 

es eine Nullumgebung V von A, so daf8 a, -V CT” -U fiir jedes v € No(J). 

Sei V’ eine Nullumgebung von A mit V'-V' CU. Sei H eine endliche Teilmenge 

von No(/), so daB a, € TY -V'! fir alle vy € No(/)\H. Fir diese vy gilt dann 

ay: V'CTY-V'.VIiCTY-U. DaT”-U eine Nullumgebung von A ist fiir jedes v, 

gibt es eine Nullumgebung V” von A, so daB a, -V" C T”-U fur jedes vy € H. Fur 

V=V'N V" gilt dann (1). 

Es ist klar, da8 B eine Untergruppe von A[X] ist. Wir zeigen, da8 B multiplikativ 

abgeschlossen ist in A] X]. Seien a = Day X” und b= Ub, X¥ Elemente von B und 

sei c = Dc, X” das Produkt von a und b in A[X]. Sei U eine Nullumgebung von 

A. Gema8 (1) wahlen wir Nullumgebungen V und W von A, so daB ay -V CT” -U 

und b,-W C T”.U fir jedes v. Sei H eine endliche Teilmenge von No(J ), so da 

ay €T”-W und by ET” -V fur jedes v € No(J)\ H. Dann ist a, +b, € T’te -U fiir 

alle v, w mit v € No(I)\ A oder pw € No(I)\ H (denn: Sei etwa v € No(J)\H. Dann 

ist ay € TY-W und somit ay -b, €ETY- by -WCTY-T#-U = Tvt+-U). Also ist 

cy € T”-U far alle vy E No(f)\(H4 + A). 

Ux) ist eine Untergruppe von B fir jede Nullumgebung U von A. Sind U und V 

Nullumgebungen von A mit U-U CV, so ist Ujyy- Uyxy © Vix). Seien ein Element —
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a = La, X” von B und eine Nullumgebung U von A gegeben. Nach (1) gibt es eine 

Nullumgebung V von A, so daf ay-V C T¥-U fur jedes v. Es ist dann a-Vixy © U(x). 

Offensichtlich gilt 

Lemma 2.1.11. i) A[X]r ist ein dichter topologischer Unterring von A (X)r. 

ii) Ist A hausdorffsch und T; beschrankt fiir jedes i € J, so sind ALX]7 und A(X)r 

hausdorffsch. 

In dieser Arbeit beinhaltet die Bezeichnung vollstandig auch die Eigenschaft haus- 

dorffsch. 

Proposition 2.1.12. Ist A vollstandig und 7; beschrankt fir jedes i € J, so ist 

A(X) vollstandig. 

Beweis: Sei (a@)),eq ein Cauchy-Netz in A(X)7, a, = U (ay), X”. Fur jedes 

v € No(J) ist ((a,)v) yea Cin Cauchy-Netz in A. Sei by sein Grenzwert. Wir setzen 

b= Ub, XY” € A[X]. Wir wollen zeigen, daf b € B und (a,),e,q nach 6 konvergiert. 

Sei U eine Nullumgebung von A. Wir wahlen ein Ay € A, so daf ay ~— ay € Ux 

fir alle A, € A mit A > Ao und pw > Ao. Es ist dann b, — (a,), € T” - U fir jedes 

v € No(/) und jedes x € A mit wp > Ao. Wir wahlen eine endliche Teilmenge H von 

No(/), so da (a),), € TY -U fiir jedes vy € No(J)\ H. Dann ist 6, € T”-U fir jedes 

vy ENo(1)\ H. Also b € B. Es ist b— ay € Ux) fiir jedes p € A mit p > Ao. Deshalb 

ist 6 der Limes von (a@)),yeq in A(X). 

Korollar 2.1.13. Ist A vollstandig und T; beschrankt fiir jedes 7 € I, so ist A(X)r 

die Vervolistandigung von A[X]r. 

Korollar 2.1.14 (Universelle Eigenschaft von A(X)r). Sei A vollstandig und T; 

beschrankt fir jedes 2 € J. 

A(X) ist ein vollstandiger nat-Ring, der kanonische Ringhomomorphismus 

h: A —» A(X)r ist stetig und {h(t)- X;|¢ € I,t € Tj} ist potenzbeschrankt in 

A({X)r. Sind B ein vollstandiger nat-Ring, f : A —» B ein stetiger Ringhomomor- 

phismus und (6;|% € [) eine Familie von Elementen von B, so daf {f(t)- bi EI, t € 

T;} potenzbeschrankt in B ist, so gibt es genau einen stetigen Ringhomomorphismus 

g: A(X)p — B mit f =goh und g(X;) = bj fiir jedesz € I. 

Wir beschreiben nun die topologischen Lokalisationen von nat-Ringen. Man kann 

diese durch folgende universelle Eigenschaft charakterisieren.
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Satz 2.1.15. Sei S = (s;|i € J) eine Familie von Elementen von A und sei T = 

(7;|2 € I) eine Familie von Teilmengen von A, so da T7"-U eine Nullumgebung von 

A ist fiir jedes z € I, jedes m € N und jede Nullumgebung U von A. 

Dann gibt es einen nat-Ring B und einen stetigen Ringhomomorphismus 

h: A —> B, so daf gilt: h(s;) ist invertierbar in B fiir jedes  € I und die Menge 

{ay |i €I,t € 7;} ist potenzbeschrankt in B. Ist C ein nat-Ring und f : A —+ C 

ein stetiger Ringhomomorphismus, so daf f(s;) invertierbar in C’ ist fiir jedes i € I 

und die Menge (FB |c € I,t € T;} potenzbeschrankt in C ist, so gibt es genau einen 

stetigen Ringhomomorphismus g: B —> C' mit f=goh. 

Der topologische Ring B wird mit A(z jeer) = A(&) bezeichnet und seine 

Vervollstandigung wird mit A (2 l2el)=A (4) bezeichnet. 

Beweis: Sei G das von (s;|¢ € I) erzeugte multiplikative System von A. In der 

Lokalisation G-!A betrachten wir die Mengen £; = {z |t¢ 7} (2 € 1) und 

E= {z t\iel,teT;} = U &. Sei D der von E erzeugte Unterring von G-1A. Wir 
tel 

versehen G~!A mit der Gruppentopologie, so da’ {D-U |U Nullumgebung von A} ein 

Fundamentalsystem in Nullumgebungen ist. Diese Topologie ist eine Ringtopologie 

auf G~!A, denn: Sei eine Nullumgebung D-U von G~!A gegeben. Wir wahlen eine 

Nullumgebung V von A mit V-V C U. Dann ist (D-V)-(D-V) =(D-D)-(V-V) = 

D-(V-V) C D-U. Seien nun ein Element 6 von G~-!A und eine Nullumgebung D-U 

von G-!A gegeben. Wir suchen eine Nullumgebung W von G-!A mit 6-W CD-U. 

Wir schreiben b= a-s7"'-...-87"* mit a1,...,%% € J, m1,...,m~ € No undae A. 

Sei V eine Nullumgebung von A mita-V CU. Dann gilt fiir die Nullumgebung 

W = DAT... TE V) vonG-1A: = bW = (D-E™... EE )-a-V C D-a-V C DU. 

Die kanonische Abbildung h : A —> G~!A ist stetig, da 1 € D. Die Menge D ist 

beschrankt in G~1!A (und somit (a [2 eJ,t€T;} potenzbeschrankt in G-! A), da 

D-.D = D. Seien C ein nat-Ring und f : A — C éin stetiger Ringhomomorphismus, 

so daf jedes f(s;) invertierbar in C ist und die Menge H = { AS jiéel,teT;} 

potenzbeschrankt in C ist. Nach (2.1.4.i) ist der von H erzeugte Unterring F von C 

- beschrankt in C. Sei g: G-1A —> C der Ringhomomorphismus mit f = goh. Es ist. 

g(D) CF. Sei eine Nullumgebung U von C’ gegeben. Wir wahlen eine Nullumgebung 

V von C mit F-V CU und eine Nullumgebung W von A mit f(W) C V. Fur die 

Nullumgebung D-W von G-!A gilt 9(D-W) = 9(D)-f(W) CF-V CU. Also ist 

g stetig. | | 

Bemerkung 2.1.16. i) Sei J das von {1 — s;X; |i € I} erzeugte Ideal von
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A[X]r = A[X;|¢ € Ir. Wir versehen A[X]7/J mit der Quotiententopologie von 

A[X]r. Dann erfillt A —> A[X]r/J die universelle Eigenschaft aus (2.1.15), und 

somit A (4) = A[X]r/J. | 
ii) Aus (2.1.15) erhalt man speziell: Fir.eine beliebige Teilmenge T von A ist 

h:A—+A (Pen) (baw. kh: A—+A (i | € T) ) der universelle stetige Ring-. 

homomorphismus von A in einen nat-Ring, so da8 A(T) potenzbeschrankt ist (baw. 

jedes Element aus h(T’) invertierbar ist und h(T)—! potenzbeschrankt ist). 

iii) Man kann ohne Einschrankung annehmen, da s; € T; fiir jedes i € I, denn es ist 

A(Blie nN =A Mei ed). 
iv) Fur endliche Familien (s;/¢ = 1,...,n) und (Jj]/¢ = 1,...,n) mit s; € 7; fiir 

t= 1,...,n gilt A(B,..., 2) = A(f) mit T=7,-...-T, und s = 81-...+ Sy. 
Sn 

v) Fir A (iieatnl) und A ({irwntn}y schreiben wir auch A (4=% “= #2) und A (Be=te “= toy 

Tragt A die diskrete Topologie, so sind die Polynomringe A[X;|z € J], versehen mit 

der diskreten Topologie, die topologischen Polynomringe A[X]r und A(X)7, und 

~ sind die Lokalisationen G~!A, versehen mit der diskreten Topologie, die topologischen 

Lokalisationen A (4) und A (4). 

AbschlieBend beschreiben wir noch eine dritte Konstruktion fiir nat-Ringe. Sei 

T = (Tiji € J) eine Familie von Teilmengen von A. Wir betrachten wieder den 

Potenzreihenring A[X;|2 € I] = ALX] und setzen | 

C= {Za,X” € A[X]| es gibt eine beschrankte Teilmenge K von A, 

so dab a, € T” - K fiir jedes v € No(J)}. 

Fur jede Nullmenge U von A setzen wir Uyxy) = {ay X¥ €Cla, € T”-U fir jedes 

vy € No(J)}. Es gilt die einfache Proposition 

Proposition 2.1.17. C ist ein Untering von A[X]. Die Menge {U(xy)|U Null- 

umgebung von A} ist eine Nullumgebungsbasis einer Ringtopologie von C’. Dieser 

topologische Ring wird mit A((Xi|t € T))p = AU(X))r bezeichnet. Ist T; = {1} fiir 

jedes ¢ € J, so schreiben wir auch A ((X;|i € I)) = A((X)) statt A ((X))r. 

es ist A (X;|2 € I) ein topologischer Unterring von A ((X;|7 € I)). Ist A vollstandig, 

so ist auch A ((X;|2 € I)) vollstandig. 
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2.2. TATE-RINGE | 

Definition 2.2.1. Ein Tate-Ring ist ein nat-Ring, der eine potenzbeschrankte Null- 

  

: umgebung und eine topologisch nilpotente Einheit besitzt. 

Eine Tate-Topologie eines Ringes A ist eine Topologie T auf A, so daf (A,7) ein 

Tate-Ring ist. . 

  

2.2.2. Einige Beispiele tatescher Ringe. 

1) Da wir Bewertungen additiv schreiben, wollen wir auch Normen und Seminormen 

auf Ringen additiv schreiben. Wir folgen der Notation aus [BGR]. Sei A ein Ring. 

Eine Filtration von A ist eine Abbildung v : A — Roo, so daf fir alle z,y € A 

gilt 

a) (e+ y) > min{v(2), o(y)}, v(—2) = o(2) 
b) v(a-y) 2 v(x) + v(y) 

) v(0) = oo, v(1) > 0 

Ist v(1) # 0, so ist v(x) 

A(r) = {a € Alv(a) > r}. Indem wir {A(r) |r € R} als Nullumgebungsbasis 

wahlen, erhalten wir eine Ringtopologie auf A. Jedes A(r) ist additiv geschlossen, 

Cc 

oo fiir jedes x € A. Fir jedes r € R setzen wir Il 

multiplikativ abgeschlossen und beschrankt. 

Sei nun A eine Algebra tiber einem Ko6rper k. Die Einschrankung von v auf 

k sei eine nichttriviale Bewertung von k. Jedes a € k* mit v(a) > 0 ist eine 

topologisch nilpotente Einheit von A. Also ist A ein Tate-Ring. Insbesondere ist 

jede nichtarchimedische Banach-Algebra tatesch. 

Die Filtration v von A 1la®t sich fortsetzen zu einer Filtration w auf 

A(X1,...,Xn) durch w(Da,X”) = min{v(a,)|v € Nt}. Die durch w de- 

finierte Topologie stimmt tiberein mit der in (2.1) definierten Topologie von 

A{X,. vey Xn). 

Eine Teilmenge B von A ist genau dann beschrankt, wenn v(B) nach unten 

beschrankt ist, d-h. wenn B C A(r) fair ein r € R (denn: fir jedes x € k 

und jedes y € A ist v(x- y) = v(x) + v(y)). Also la8t sich v fortsetzen zu einer 

Abbildung u : A ((X1,...,Xn)) —> Roo durch u(Z a, X”) = inf{v(a,) |v € NP}. 

u ist eine Filtration auf A((X1,...,Xn)). Die durch u definierte Topologie auf 

A((X1,...,Xn)) ist die in (2.1) definierte Topologie auf A((.X1,...,Xn)). 

Ist v eine Bewertung von A, so sind auch w und u Bewertungen.
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Sei A ein Ring und sei s ein Nichtnullteiler von A. Sei As die Lokalisation 

von A nach s. Wir versehen As mit der Gruppentopologie, so da8 die Menge 

von Untergruppen {s"A|n © N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen 

bildet. Diese Topologie ist eine Ringtopologie von As. Der Unterring A von 

Ag ist offen und beschrankt. s ist eine topologisch nilpotente Einheit von As. 

Deshalb ist As ein Tate-Ring. 

Sei & ein Korper und sei v eine Bewertung von k. Wir versehen k mit der 

Bewertungstopologie von v. & ist genau dann ein Tate-Ring, wenn v mikrobial 

ist. 

(ohne Beweis) Jede Tate-Topologie eines Korpers ist eine Kérpertopologie. Wir 

bestimmen die Tate-Topologien von Q. Sei P die Menge aller Primzahlen. Es 

gibt eine Bijektion von der Menge aller endlichen Teilmengen von P auf die 

Menge aller ‘Tate-Topologien von Q. Dabei wird eine endliche Teilmenge T von 

P auf folgende Tate-Topologie abgebildet. Sei A die Lokalisation von Z nach dem 

multiplikativen System aller n € Z, so daB n # 0 und kein Element von T ein 

Teiler von n ist. Sei s das Produkt der Elemente von 7. Die Gruppentopologie 

auf Q, die {s"A]n € N} als Fundamentalsystem von Nullumgebungen hat, ist 

nach Beispiel 2 eine Tate-Topologie. 

Die leere Teilmenge von P entspricht der Topologie, die Q als einzige Nullumge- 

bung hat. Die Bewertungstopologien zu den nichttrivialen Bewertungen von Q 

sind die Tate-Topologien T von Q, so daf die Vervollstandigung von (Q,7) ein 

Korper ist. 

Sei A ein Ring. Sei TJ die Ringtopologie von A, die A als einzige Nullumgebung 

besitzt (d.h. T = {@,A}). T ist eine Tate-Topologie von A. Sie ist die einzige 

Tate-Topologie von A, in der A beschrankt ist. (Denn: Sei A versehen mit 

einer Tate-Topologie, so da8 A beschrankt ist. Sei s eine topologisch nilpotente 

Einheit. Zu jeder Nullumgebung U gibt es ein n € N, so daf A= s"A CU.) Ist 

A = Z, so ist T die einzige Tate-Topologie von A. 

Die diskrete Topologie auf einem Ring ist genau dann eine Tate-Topologie, wenn 

der Ring der Nullring ist. 

Jeder Tate-Ring hat die in Beispiel 2 angegebene Form. Bevor wir dies beweisen noch 

eine einfache Beobachtung. 

Lemma 2.2.3. Sei A ein topologischer Ring. Sei B ein offener Unterring von A und 

sei s eine topologisch nilpotente Einheit von A mit s € B. Dann ist A= Bs.
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Satz 2.2.4. Sei A ein Tate-Ring. Es gibt einen Unterring Ag von A und ein s € Ag, 

so daf {s"Ao|n € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von A ist. 

Beweis: Seien U eine potenzbeschrankte Nullumgebung und s eine topologisch nil- 

potente Einheit von A. Nach (2.1.1) ist U U {s} potenzbeschrankt. Somit ist nach 

(2.1.4.1) der von U U {s} erzeugte Unterring Ap von A beschrankt. Sei ein n € N 

gegeben. Da x +—> s"x ein Homdomorphismus von A ist (denn s” ist eine Einheit 

von A) und da Ag eine Nullumgebung ist, ist s*Ag eine Nullumgebung von A. Sei 

eine Nullumgebung V von A gegeben. Da Ao beschrankt und s topologisch nilpotent 

ist, gibt es ein n € N, so daf s™Ap CV. 

Definition 2.2.5. Sei A ein Tate-Ring. 

i) Ein Definitionstupel von A ist ein Paar (Ao,s) bestehend aus einem Unterring 

Ao von A und einem Element s von Ag, so da {s" Ag |n € N} ein Fundamental- 

system von Nullumgebungen von A ist. 

ii) Ein Unterring Ao von A heift Definitionsring von A, wenn es ein s € Ag gibt, so 

da8 (Ao, s) ein Definitionstupel von A ist. 

Nach (2.2.4) besitzt jeder Tate-Ring einen Definitionsring. In Erganzung zu Beispiel 

4 aus (2.2.2) kann man zeigen, da8 jede Tate-Topologie von Q genau einen Definiti- 

onsring hat. 

Proposition 2.2.6. Ist (Ao,s) ein Definitionstupel eines Tate-Rings A, so ist s eine 

topologisch nilpotente Einheit von A und A = (Apg)s. 

Beweis: Sei t eine topologisch nilpotente Einheit von A. Es gibt ein n € N, so da8 

t” € sAg. Also ist s eine Einheit von A. Aus (2.2.3) folgt A = (Ao)s. 

Proposition 2.2.7. Sei A ein Tate-Ring. 

i) Ein Unterring Ap von A ist genau dann ein Definitionsring von A, wenn Ag offen 

und beschrankt ist. 

ii) Ist Ap ein Definitionsring von A und s ein Element von Apo, so ist (Ao, s) genau 

dann ein Definitionstupel von A, wenn s eine topologisch nilpotente Einheit von 

A ist. 

iii) Ist s eine topologisch nilpotente Einheit von A, so gibt es einen Unterring Ag von 

A, so da8 (Apo, s) ein Definitionstupel von A ist. . 

Beweis: i) Sei Ag ein offener und beschrankter Unterring von A. Sei s eine topologisch 

nilpotente Einheit von A. Da Ap offen ist, gibt es ein n € N mit s" € Ap. Genauso 

wie im Beweis von (2.2.4) zeigt man, da (Ao, s") ein Definitionstupel von A ist.
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Der Beweis von (ii) und (iii) ergibt sich aus dem Beweis von (2.2.4). 

Proposition 2.2.8. Seien A, B Tate-Ringe und f : A —> B ein Ringhomomorphis- 

mus. Es sind aquivalent: oS 

i) f ist stetig. | 

ii) Zu jedem Definitionstupel (Ao, s) von A, gibt es.ein Definitionstupel (Bo, t) von 

B, so daB f(Ao) € Bo und f(s) = t. . 

iii) Zu jedem Definitionsring By von B gibt es ein Definitionstupel (Ao, s) von A, so 

daB f(Ao) C Bo und (Bo, f(s)) ein Definitionstupel von B ist. ' 

Beweis: i) ==> ii): Sei (Ao,s) ein Definitionstupel von A. f(s) ist eine topologisch 

nilpotente Einheit von B. Nach (2.2.7.iii) gibt es einen Unterring B; von B, so daf 

(Bi, f(s)) ein Definitionstupel von B ist. Da By, offen ist, gibt es ein n € N, so dab 

f(s)" f(Ao) = f(s" Ao) C Bi. Deshalb ist f(Ap) beschrankt in B. Sei Bo der von By 

und f(A) erzeugte Unterring von B. Bo ist nach (2.1.4.ii) beschrankt und somit nach 

(2.2.7.i) ein Definitionsring von B. Nach (2.2.7.ii) ist (Bo, f(s)) ein Definitionstupel 

von B. 

i) ==> ill): Sei Bo ein Definitionsring von B. Es ist f~1(Bo) offen in A. Sei A} 

ein Definitionsring von A. Nach (2.2.7.i) ist Ag := A, M f-!(Bo) ein Definitionsring 

von A. Wir wahlen ein s € Ag, so da’ (Ao, s) ein Definitionstupel von A ist. Nach 

(2.2.7.ii) ist (Bo, f(s)) ein Definitionstupel von B. 

Ist (Ao, s) ein Definitionstupel eines Tate-Ringes A, so ist eine Teilmenge B von A 

genau dann beschrankt, wenn es ein n € N gibt mit B C s~"Ag. Aus (2.2.8) erhalt 

Man 

Korollar 2.2.9. Ein stetiger Ringhomomorphismus zwischen Tate-Ringen bildet 

beschrankte Teilmengen auf beschrankte Teilmengen ab. 

Proposition 2.2.10. Sei K ein vollstandiger Tate-Ring. K besitze einen noether- 

schen Definitionsring und sei ein Korper. Dann ist K° ein diskreter Rang 1 Bewer- 

tungsring von K, der endlich tiber jedem noetherschen Definitionsring von K ist. Die 

Topologie von K ist die durch K° gegebene Bewertungstopologie. 

Zum Beweis von (2.2.10) formulieren wir zwei Lemmata, die wir auch spater noch 

benotigen werden. 

Lemma 2.2.11. Sei A ein noetherscher Ring, der ein Primideal der Hohe > 2 besitzt. - 

Dann hat A unendlich viele Primideale der Hohe 1. °
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Beweis: Angenommen, A habe endlich viele Primideale der Hohe 1. Seien dies die 

Primideale pj, -i. Pa: Beien pasis...4 Pin die ininirnléii Priniideald voli A: Nach 

[M], 12.1 ist jede Nichteinheit von A in einem Primideal der Héhe < 1 enthalteti. 

Also ist p C py U...U pm fiir jedes Primideal p von A. Hieraus folgt p C p; ftir ein 

i € {1,...,m}.und damit ht (p) < 1. 

Lemma 2.2.12. Sei A ein noetherscher Ring. Es existiere ein s € A, so daf s in 

keinem minimalen Primideal von A liegt und die Lokalisation As nur endlich viele 

Primideale der Héhe 1 besitzt. Dann hat A nur endlich viele Primideale und jedes 

Primideal von A hat eine Hohe < 1. 

Beweis: Sei p ein Primideal von A der Hohe 1. Ist s € p, so ist p/sA ein minimales 

Primideal des Ringes A/sA. Ist s ¢ p, so ist die Lokalisation ps ein Primideal der 

Hohe 1 von As. Also hat A nur endlich viele Primideale der Hohe 1. Nach (2.2.11) 

hat jedes Primideal von A eine Héhe < 1. 

-Beweis von (2.2.10): Sei A ein noetherscher Definitionsring von K. Wir wahlen ein 

s €.A, so daB {A,s) ein Definitionstupel ‘von K ist. Da gilt As = K, folgt aus 

(2.2.12): A hat nur endlich viele Primideale und jedes Primideal von A hat eine Hohe 

< 1. Seien m,. ..,Mn die von (0) verschiedenen Primideale von A (A besitzt ein 

‘von (0) verschiedenes Primideal, denn sonst ware A ein Kérper und damit K nicht 

hausdorfisch). A ist ein semilokaler Ring mit den maximalen Idealen mj,...,mn. Es 

‘ist s € m, fir: =1,...,n (denn A, = K). Also ist m:= mN...Am, das Radikal von 

sA in A und somit stimmen die sA-adische und m-adische Topologie auf A tiberein. 

Da A vollstandig in der sA- adischen Topologie ist, gilt A = I Am;. Hieraus folgt 

n = 1, da A integer ist. Wir haben also gezeigt: A ist ein lokaler Integritatsbereich 

der Dimension 1 und A ist vollstandig in der m-adischen Topologie, wobei m das 

maximale Ideal von A ist, und diese Topologie ist die Teilraumtopologie von K auf 

A. Sei B der ganze Abschlu8 von A in K. Nach [M], Cor. 2 in 31.C ist B endlich 

liber A. Also ist B-noethersch und beschrankt und offen und somit ein noetherscher 

--Definitionsring von K. Wie eben gezeigt gilt dann: B ist ein lokaler Integritatsbereich 

der Dimension 1 und die Teilraumtopologie von It auf B ist die n-adische Topologie 

auf B, wobei n das maixmale Ideal von B ist. Da B ganz abgeschlossen ist, ist B ein 

diskreter. Bewertungsring von K. 

Der Satz von Banach gilt ganz analog fiir topologische Moduln iiber Tate-Ringen. 

Man kann den klassischen Beweis tibernehmen (siehe etwa [Bj], 1.3.3).
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Satz 2.2.13. Sei A ein topologischer Ring, der eine aus Einheiten bestehende | 

Nullfolge besitzt (etwa A ein Tate-Ring). Seien M und N topologische A-Moduln, die 

vollstandig sind und eine abzahlbare Nullumgebungsbasis besitzen. Sei f[:M—N 

eine stetige surjektive A-lineare Abbildung. Dann ist f eine offene Abbildung. 

Man kann nun fast alle Ergebnisse aus [BGR], 3.7 tiber nichtarchimedische Banach- 

Algebren verallgemeinern auf vollstandige Tate-Ringe. Wir erwahnen hier nur die 

folgenden -beiden Punkte 

Proposition 2.2.14. Sei A ein vollstandiger Tate-Ring. Sei M ein vollstandiger 

topologischer A-Modul, der eine abzahlbare Nullumgebungsbasis besitzt. Dann ist 

jeder Untermodul von M abgeschlossen in M genau dann, wenn M noethersch ist. 

Insbesondere ist jedes. Ideal von A abgeschlossen in A genau dann, wenn A noethersch 

ist. 

Proposition 2.2.15. Fiir einen vollstandigen noetherschen Tate-Ring A gilt 

i) Auf jedem endlich erzeugten A-Modul gibt es genau eine A-Modultopologie, die 

vollstandig ist und eine abzahlbare Nullumgebungsbasis besitzt. 

ii) Ist f: M — N eine A-lineare Abbildung zwischen endlich erzeugten A-Moduln, so 

ist f strikt, wenn man M und N mit der Topologie aus (i) versieht. 

Kine Abbildung f:X — Y zwischen topologischen Raumen heift strikt, wenn sie 

stetig ist und die Restriktion X — f(X) offen ist. . 

Bemerkung 2.2.16. Sind M ein endlich erzeugter A-Modul, (Ao, s) ein Definiti- 

onstupel von A und Mo C M ein endlich erzeugter Ag-Modul mit M = A- Mp, so ist 

(s"Mo | n € N) eine Nullumgebungsbasis fiir die in (2.2.15 i) definierte Topologie von 

M..
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2.3. F-ADISCHE RINGE 

Wir erinnern an den Begriff einer adischen Topologie. Sei A ein Ring. Eine Ringto- 

pologie auf A heift adisch, wenn es ein Ideal I von A gibt, so daB {I"|n € N} ein 

Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist. J nennt man ein Definitionsideal der 

Topologie. 

Wir setzen hier nicht voraus, da eine adische Topologie vollstandig ist. Wir wollen 

im folgenden sowohl mit adischen Ringen mit endlich erzeugten Definitionsidealen als 

auch mit Tate-Ringen arbeiten. Deshalb fassen wir diese beiden Begriffe zusammen 

.zu dem Begriff des f-adischen Ringes. 

Definition 2.3.1. Ein f-adischer Ring ist ein topologischer Ring, der einen offenen 

Unterring besitzt, dessen Teilraumtopologie adisch mit endlich erzeugtem Definitions- 

ideal ist. 

Sei A ein Ring und Apo ein Unterring von A. Sei J ein endlich erzeugtes Ideal von Ao 

mit Erzeugendensystem 21,...,;2n- Wir versehen A mit der Gruppentopologie, so da8 

{7™|m € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist. Diese Topologie ist 

eine Ringtopologie (und damit A ein f-adischer Ring) genau dann, wenn es zu jedem 

aéAeinleN gibt, so dai ail € Ag fir k=1,...,n. 

2.3.2. Einige Beispiele f-adischer Ringe. 

1) Nach (2.2.4) ist jeder Tate-Ring f-adisch. Ein f-adischer Ring ist genau dann 

tatesch, wenn er eine topologisch nilpotente Einheit besitzt. Wir erhalten die 

oft benutzte Tatsache: Ist A —> B ein stetiger Ringhomomorphismus zwischen 

f-adischen Ringen und ist A tatesch, so ist auch B tatesch. 

2) Ein adischer Ring mit endlich erzeugtem Definitionsideal ist f-adisch. Ein f- 

adischer Ring ist genau dann adisch, wenn er beschrankt ist. 

3) Es ist leicht zu sehen, daf ein offener Unterring eines f-adischen Rings f-adisch 

ist (siehe 2.3.7). 

4) Eine f-adische Topologie auf einem K6rper ist diskret oder tatesch. 

5) Sei & ein Kérper und sei v eine Bewertung von &. Wir versehen & mit der Bewer- 

tungstopologie von v. k ist genau dann f-adisch, wenn v mikrobial oder trivial 

ist. | 

Ein topologischer Korper, dessen Topologie sich durch eine mikrobiale oder tri- 

viale Bewertung definieren laBt, wird als f-adischer Korper bezeichnet.



55 

-6) Das Beispiel 2 aus (2.2.2) la8t sich verallgemeinern. Sei A ein Ring und sei. 

S ein multiplikatives System von A bestehend aus Nichtnullteilern. Sei J ein 

endlich erzeugtes Ideal von A. Wir versehen S~1A mit der Gruppentopologie, 

die {J™|n € N} als Fundamentalsystem von Nullumgebungen besitzt. Diese 

Topologie ist eine Ringtopologie auf S~!A (und damit S-1A f-adisch) genau 

dann, wenn es zu jedem s € S ein n EN gibt mit [* C sA. | 

7) Seien A ein Ring und J = {t,...,in} eine endliche Teilmenge von A. In dem 

‘Polynomring A[X1,...,Xm] betrachten wir den Unterring 

B = AlisXi|s € {1,...,n},¢ € {1,. ..,m}]. Die Menge {I"- Bin € N} ist 

eine Nullumgebungsbasis einer Ringtopologie auf A[Xi,...,Xm]. Mit dieser 

Topologie ist A[X1,..., Xm] ein fadischer Ring. 

Definition 2.3.3. Sei A ein f-adischer Ring. Ein Definitionsring von A ist ein offener 

Unterring von A, dessen Teilraumtopologie adisch ist. Ein Definitionstupel von A ist 

ein Paar (Ao,/), wobei Ao ein Definitionsring von A und I ein Definitionsideal der 

adischen Topologie von Apo ist. 

Ist A ein Tate-Ring, so stimmen die in (2.2.5) und hier angegebene Definition eines 

Definitionsringes von A iiberein. Dies folgt aus (2.2.7.1) und (2.3.5.i). 
~ oF 

¥ 

Lemma 2.3.4. Sei A ein f-adischer Ring. Seien Ao, Ai offene und beschrankte 

Unterringe von A mit Ap C Aj. Sei I ein Ideal von Ap. (Ao, I ) ist genau dann ein 

Definitionstupel von A, wenn (Aj, /- Aj) ein Definitionstupel von A ist. 

Beweis: Sei (Ao, [) ein Definitionstupel von A. Zu zeigen ist, daB {(I-A1)"|n € N} 

ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von A ist. Wegen I® © (I: Ai)", 

ist (I - Ay)" offen. Da Aj beschrankt ist, gibt es zu jedem k € N ein n € N mit 

(1 Ay)® = I™- Ay CIF. . 

Sei nun (Aj,/- Az) ein Definitionstupel vonA. Es ist zu zeigen, da8 {J"|n € N} ein 

Fundamentalsystem von Nullumgebungen von A ist. Wegen J" C (I-A), geniigt es 

zu zeigen, daf alle J offen sind. Da Ap offen ist, gibt es ein k € N mit (T-A1)* © Apo. 

Fiir jedes n € N gilt dann (I- A;)"+* C I". 

Proposition 2.3.5. Sei A ein f-adischer Ring. 

i) Ein Unterring Ap von A ist genau dann ein Definitionsring von A, wenn Ap offen. 

und beschrankt ist. 

ii) Sei Ao ein Definitionsring von A. Die adische Topologie von Apo besitzt ein endlich 

erzeugtes Definitionsideal.
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- Beweis: Sei Ao ein offener und beschrankter Unterring von A. Wir zeigen, da8 die 

Teilraumtopologie von Ao adisch ist und ein endlich erzeugtes Definitionsideal besitzt. 

Sei (B, J) ein Definitionstupel von A, wobei J endlich erzeugt ist. Sei C der von Ap und 

B erzeugte Unterring von A. Nach (2.1.4.ii) ist C beschrankt. Nach (2.3.4) ist (C, I-C) 

ein Definitionstupel. Da Ao offen ist, gibt es ein n € N mit (I-C)" C Ap. Daraus 

ersieht man, daf die Topologie von Ap adisch ist mit Definitionsideal J := (1-C)". J 

als Ideal von C' betrachtet ist endlich erzeugt, sei 71,...,jm ein Erzeugendensystem. 

Sei K das von jj,...,jm erzeugte Ideal von Ag. Wir zeigen J? C K C J. Damit 

hat die Topologie von Apo ein endlich erzeugtes Definitionsideal. Nattrlich ist K C J. 

Seien 7,7 € J gegeben. Zu zeigen ist 17 € K. Wir schreiben j = c1j1 +---+Cmjm 

mit c1,...,¢m € C. Dann ist if = (tc1) 91 +--+ + (tem) jm und icy,...,t¢em € J © Ap, 

also 27 € K. 

_ Ab jetzt verstehen wir unter einem adischen Ring immer einen adischen Ring, der ein 

endlich erzeugtes Definitionsideal besitzt. Definitionsideale adischer Ringe werden im 

folgenden als endlich erzeugt vorausgesetzt. Insbesondere ist in einem Defintionstupel 

(Ao, J) eines f-adischen Ringes das Ideal J endlich erzeugt. 

Korollar 2.3.6. Je zwei Definitionsringe eines f-adischen Ringes A enthalten einen 

gemeinsamen Definitionsring von A und sind in einem gemeinsamen Definitionsring 

von A enthalten. Die Vereinigung aller Definitionsringe von A ist A°. 

Korollar 2.3.7. Sei A ein f-adischer Ring. 

i) Jeder offene Unterring von A enthalt einen Definitionsring von A (und ist somit 

- f-adisch). 

ii) Jeder beschrankte Unterring von A ist in einem Definitionsring von A enthalten. 

Lemma 2.3.8. Seien A ein f-adischer Ring und (Apo, J) ein Definitionstupel von A. 

Seien A und Ap die Vervollstandigungen von A und Ag. Da Apo ein offener Unterring 

von A ist, ist Ag ein offener Unterring von A. Es gelten 

i) A ist f-adisch mit Definitionstupel (Ao, I - Ao). 

ii) Das Diagramm ; . 
A +—Apg 

tf of 

A Ag 

ist kokartesisch in der Kategorie der Ringe.
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Beweis: i) Nach [B], III.2.12 Cor.2 ist Ap adisch mit Definitionsideal J - Ao. 

ii) Wir betrachten das kommutative Diagramm 

A -' Ay 
TN fal 

j B jo 

/f 

A — Ag 
z 

mit B= AQ@az, Ao. Da? injektiv ist, ist auch g injektiv. Wir versehen B mit der 

Gruppentopologie, so daf g eine offene Einbettung ist. Wir wollen zeigen, da8 die 

topologische Gruppe B zusammen mit der Abbildung f eime Vervollstandigung von 

A ist. Dazu ist zu zeigen: 

1) B ist vollstandig. 

2) Die Teilraumtopologie von B auf f(A) ist die Quotiententopologie von A 

beziiglich f. 

3) Der Kern von f ist der Durchschnitt aller Nullumgebungen von A. 

4) f(A) ist dicht in B. 

Die Punkte (1) und (2) folgen direkt aus der Konstruktion der Topologie von B. 

Es ist ker(f) C ker(j). Weiterhin gilt ker(j) = 7 (ker(jo))  ker(f). Also haben wir 

ker( f) = ker(j) und damit ist (3) gezeigt. Der Punkt (4) gilt, wenn B ein topologischer 

Ring ist, denn: Seien ein a @b€ A @®a,, Ao = B und eine Umgebung U von a ® 6 

in B gegeben. Gesucht ist ein x € A mit r@1 € U. Ist B ein topologischer Ring, 

so folgt aus (a @1)-(1@ 6) =a@beU, da es eine Umgebung V von 1 @ bin B 

gibt mit (a ®@1)-v € U fur alle v € V. Nach der Konstruktion der Topologie auf B 

gilt V D1@V’', wobei V' eine Umgebung 0 in Ao ist. Wir wahlen ein y € Ag mit 

jo(y) € V'. Dann ist y@1=1 ® jo(y) € V und deshalb « @1 EU mit x = aye A. 

Wir zeigen nun also, da8 B ein topologischer Ring ist. Gegeben seien ein 

a®@bEABaA, Ao = B und eine Nullumgebung U von B. Zu zeigen ist, da8 es eine 

Nullumgebung V von B gibt mit (a@b)-V CU. Sei U' eine Nullumgebung von Ao 

mit 1@U' CU. Wir wahlen ein m € N mit Im. Ay C U' und einn € N mit a-J" Cc ym, 

Sei V die Nullumgebung 1@/*- Ap von B. Dann ist (4@b)-V = (a@b)-(I"@ A) = 

(a- I™) @ (b- Ag) € 1™ @ (b- Ag) = 1 @ (I™-b- Ag) G1 @(I™- Ap) CU. 

Korollar 2.3.9. Sei A ein f-adischer Ring. 

i) A habe einen noetherschen Definitionsring. Dann hat. auch A einen noetherschen 

Definitionsring und ist der Ringhomomorphismus A —> A flach.
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ii) A habe einen noetherschen Definitionsring, iber dem A endlich erzeugt ist. Dann 

hat auch A einen noetherschen Definitionsring, tiber dem A endlich erzeugt ist. 

Insbesondere ist A noethersch. 

iii) A habe einen noetherschen Definitionsring, der ein G-Ring ist (in der Notation 

von [M]) und tiber dem A endlich erzeugt ist. Dann ist der Ringhomomorphismus 

A— A regular. 

Beweis: (iii) folgt aus [M], 33.1 und 33.E Lemma 4. 

In (2.1) haben wir die topologischen Polynomringe und die topologischen Lokalisa- 

tionen von nat-Ringen beschrieben. Wir betrachten diese nun speziell fiir f-adische 

Ringe. 

Lemma 2.3.10. Seien A ein f-adischer Ring und T' eine Teilmenge von A, so daf 

T- A eine Nullumgebung von A ist. Dann ist JT" -U eine Nullumgebung von A fir 

jedes n € N und jede Nullumgebung U von A. 

Beweis: Seien ein n € N und eine Nullumgebung U gegeben. Mit T'- A ist auch 

T™-A = (T- A)® eine Nullumgebung. Sei (Ao, J) ein Definitionstupel von A mit 

‘I ¢ T"-A. Sei J ein endliches Erzeugendensystem von I. Es gibt eine endliche 

Teilmenge K von A mit J C T™- Kk. Wir wahlen ein m € N, so dafS K-I™ CU, 

Dann ist J™+] = J-I™C (T"™-. K)-I™=T"-(K -I™) CT -U. 

Seien A ein f-adischer Ring und T = (7;|¢ = 1,...,n) eine Familie von Teilmengen 

von A, so da8 7; - A offen ist fir 7 = 1,...,n. Wegen (2.3.10) haben wir dann gema8 

(2.1.8) und (2.1.10) die topologischen Ringe A[X]r und A(X)r. 

Lemma 2.3.11. Sei (B, I) ein Definitionstupel von A. Dann gilt Ix) = I - Bry) und 

Ixy = 1- Bix). 

Beweis: Alles ist klar, bis auf die Aussage [yyy C I- Bixy. Sei t1,...,2m ein 

Erzeugendensystem von J. Jedes a € Tv - I* (v € NG, & € N) labt sich schreiben 

als a = 13€] +--+ +%m@m mit a1,--:,am € TY - I*-! (wir setzen [9 = B). Da 

{7*| & € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von A ist, lat sich jedes u 

aus Lx) schreiben.als u = 217u, +---+2%mUm mit u1,...,Um € Bix). 

Korollar 2.3.12. A[X]r und A(X)r sind f-adische Ringe. Ist (B,J) ein. Definiti- 

onstupel von A, so sind (Bix), Jix) = 1+ Bixy) und (Byxy, Lx) = 1+ Byxy) Definiti- 

onstupel von A[X}r und A(X)>.
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Beweis: Sei (B,1) ein Definitionstupel von A. Es ist Bix, ein offener Unterring von 

A(X)r. Nach (2.3.11) gilt fiir jedes n € N: (J");x) = I"- Byxy. Also ist die Topologie 

auf Byxy adisch. . 

Korollar 2.3.13. Ist A tatesch, so sind auch A[X]7 und A(X)r tatesch: 

Beweis: Wir haben die stetigen Ringhomomorphismen A— A[X jr und A — 

A(X)r. Somit folgt (2.3.13) aus (2.3.12). 

A(X)r ist im allgemeinen nicht adisch, auch wenn A adisch ist. Es gilt ~ 

Proposition 2.3.14. Ist A adisch, so ist A(X)7 genau dann adisch, wenn A(X)r 

isomorph zu A(X) ist. . 

Beweis: Ist T; = {1} fir 2 = 1,...,n, so ist Ary) = A(X)r und somit folgt aus 

(2.3.12), daB A(X)r = A(X) adisch ist. 

Es sei nun A(X)7 adisch. Dann ist A(X)p beschrankt und somit gibt es eine 

Nullumgebung V von A, so daB v-X”¥ € A;xy fur jedes v € V und jedes v € Nj. Dies 

bedeutet 

(1) Es ist V C Tv - A fiir jedes v € NP. 

Aus (1) folgt 

(2) Fiir jede Nullumgebung U von A, die ein Ideal von A ist, und jedes v € NP ist 

die Nullumgebung V -U von A in TY -U enthalten. 

A(X)rp und A(X) sind Unterringe von A[X]. Da A ein Fundamentalsystem von 

Nullumgebungen bestehend aus Idealen hat, ist A(X)r € A(X) und die Inklusion 

A(X)r —> A(X) stetig. Aus (2) folgt, daB A(X) ¢ A(X) und die Inklusion 

A(X) —> A(X)? stetig ist. 

Bemerkung. i) Natiirlich gilt (2.3.14) entsprechend auch fir A[X]r. 

ii) In (2.3.11) - (2.3.14) haben wir vorausgesetzt, daB T’ = (T1,...,Th) eine endliche 

Familie von Teilmengen von A ist. Diese Aussagen bleiben richtig fiir beliebige 

Familien T = (J; | 1 € I) von Teilmengen von A, (so daf 7;-A offen ist fiir jedes i € 1), 

wobei wir jedoch, was die Aussagen uber den Ring A(X)r7 anbetrifft, voraussetzen 

mussen, daf A hausdorffsch und jedes T; beschrankt ist. 

Sei A ein f-adischer Ring. Seien S = (s;{¢ € I) eine Familie von Elementen von A 

und T = (T;|2 € I) eine Familie von Teilmengen von A, so daf T;- A offen ist fiir   
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jedesz € I. Nach (2.3:10) und (2.1:15) haben wir die topologischen Ringe A(&) und 

ACB): | 
Proposition 2.3.15. A(E) und A(4) sind f-adische Ringe. 

Seien (B,J) ein Definitionstupel von A und G das von (s,|¢ € I ) erzeugte multi- 

plikative System von A. Als Ring stimmt A(¥) mit G-!A tberein. (C,J-C) mit 

C=B [Z |i €J,-t € T;] ist ein Definitionstupel von A(4). 

Beweis: Die Behauptung tiber A() folgt direkt aus der Konstruktion von A(4) im 

Beweis von (2.1.15). A(4) ist f-adisch nach (2.3.8.i). | 

Korollar 2.3.16. Ist A ein Tate-Ring, so sind auch A(z) und A(4) Tate-Ringe. 

Proposition 2.3.17. Es sei A adisch. A(4) ist genau dann adisch, wenn A(z) 

isomorph zu A(Gh |g € G) ist, wobei G eine Teilmenge von A ist. A(Lh lg € G) ist 

der topologische Ring A{E~-1}, wobei E das von G erzeugte multiplikative System 

von A ist. (Zur Definition von A{E-1} siehe [EGA*], 0.7.6). 
Y 

Beweis: Es sei A(4) adisch. Dann ist A( fy ein beschrankter topologischer Ring und 

somit ist auch A(Z) ein beschrankter topologischer Ring. Seien G das von (s;|7 € J) 

erzeugte multiplikative System von A und J ein Definitionsideal von A. Nach (2.3.4) 

und (2.3.15) ist A(z) der Ring G-!A zusammen mit der J-adischen Topologie. Nach 

(2.3.15) ist dieser Ring auch A(t lg € G). 

Ist f: A — B ein stetiger Ringhomomorphismus zwischen f-adischen Ringen, so gibt 

es zu jedem Definitionstupel (Bo, J) von B ein Definitionstupel (Ao, /) von A mit 

f(Ao) © Bo und f(J) € J. (Denn nach (2.3.7) enthalt f-!(Bo) einen Definitionsring 

von A.) 

Bei Ringhomomorphismen zwischen adischen Ringen kennt man die Begriffe adisch 

und topologisch von endlichem Typ. Wir wollen diese beiden Begriffe auf Ringhomo- 

morphismen zwischen f-adischen Ringen verallgemeinern. 

Ein Ringhomomorphismus A —-> B zwischen adischen Ringen heift adisch, wenn es 

ein Definitionsideal J von A gibt, so dafB J - B ein Definitionsideal von B ist. 

Definition 2.3.18. Ein Ringhomomorphismus f : A — 8B zwischen f-adischen 

Ringen heift adisch, wenn es Definitionsringe Ag und Bo von A und B gibt, so daf
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f(Ao) © Bo und die Restriktion f : Ag —> Bo ein adischer Ringhomomorphismus 

zwischen den adischen Ringen Ap und Bp ist. 

Aus der nachfolgenden Proposition (2.3.20) folgt, da8 Definition (2.3.18) mit der 

urspriinglichen Definition ubereinstimmt, falls A und B adisch sind. 

Einige Beispiele adischer Ringhomomorphismen: 

(1) Stetige Ringhomomorphismen zwischen Tate-Ringen sind adisch (nach (2.2.8)). 

(2) A — A ist adisch (nach (2.3.8.i)). 
(3) A —+ A[X]r7 und A — A(X)r sind adisch (nach (2.3.12)). 

(4) A— A(z) und A—> A(Z) sind adisch (nach (2.3.15)). 

Unmittelbar aus der Definition folgt 

Lemma 2.3.19. Kin adischer Ringhomomorphismus zwischen f-adischen Ringen ist 

beschrankt, d.h. er bildet beschrankte Mengen auf beschrankte Mengen ab. 

Proposition 2.3.20. Sei f: A — B ein adischer Ringhomomorphismus zwischen 

f-adischen Ringen. Dann gelten 

i) Sind Ag und Bo Definitionsringe von A und B mit f(Ao) C Bo, so ist I- Bo ein 

Definitionsideal von Bo fiir jedes Definitionsideal J von Apo. 

ii) Zu jedem Definitionsring Ap von A und jedem offenen Unterring B’ von B mit 

f(Ao) € B' gibt es einen Definitionsring By von B mit f(Ao) C Bo C B’. 

iii) Zu jedem Definitionsring Bo von B und jedem offenen Unterring A’ von A gibt 

es einen Definitionsring Ap von A mit Ap C A! und f(Ao) C Bo. 

Beweis: i) Seien (Aj, J) und (B;, K’) Definitionstupel von A und B mit f(A1) C By 

und J- By, = K. Wir setzen Az = Ap: A, und By = Bo: By. Es sind dann Ag 

und Bg Definitionsringe von A und B mit f(Az2) C Bo. Nach (2.3.4) sind I - Ag 

und J+ Ag Definitionsideale von Ag und ist K - Bg ein Definitionsideal von Bo. Es 

ist (J - Ag) - By = K - Ba, also ist (J - Ag) - Bg ein Definitionsideal von Bp. Da gilt 

(1 - Ag): By = (J - Bo)- Ba, folgt aus (2.3.4), da8 I- Bo ein Definitionsideal von Bo ist. 

ii) Nach (2.3.19) ist f(Ao) beschrankt. Somit gibt es nach (2.3.7.ii) einen Definitions- 

ring By von B' mit f(Ao) C Bo. 

iii) Es ist f—!(Bo) ein offener Unterring von A. Deshalb gibt es nach (2.3.7.i) einen 

Definitionsring Ap von A mit Ag C A'N f-1(Bo). , 

Korollar 2.3.21. i) Ist f : A —> B ein adischer Ringhomomorphismus zwischen 

f-adischen Ringen und sind A! und B! offene Unterringe von A und B mit f(A’) CB’,
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so ist auch die Restriktion A’ —- B! adisch. 

ii) Die Komposition zweier adischer Ringhomomorphismen ist adisch. 

Einen Ringhomomorphismus f : A —> B zwischen vollstandigen adischen Ringen be- 

zeichnet man iiblicherweise als topologisch von endlichem Typ, wenn f tiber eine Quo- 

tientenabbildung A(X1,...,Xn) —> B faktorisiert. Wir definieren nun Ringhomo- 

morphismen, die topologisch von endlichem Typ sind, zwischen f-adischen Ringen, in- 

dem wir uns durch Ubergang zu Definitionsringen auf den adischen Fall zuriickziehen. 

Definition 2.3.22. Seien A und B vollstandige f-adische Ringe und f : A —+ B ein 

Ringhomomorphismus. | 

i) f heift topologisch von endlichem Typ, wenn es Definitionsringe Ag und Bo von 

A und B gibt, so daB f(Ao) € Bo, die Restriktion Ag —+ Bo von f tiber eine 

Quotientenabbildung Ao(X1,...,Xn) —> Bo faktorisiert und B endlich erzeugt 

uber A- Bo ist. 

ii) f hei&t topologisch von strikt endlichem Typ, wenn es Definitionsringe Ag und 

Bo von A und B gibt, so da® f(Ao) C Bo, die Restriktion Ag —> Bo von f tiber 

eine Quotientenabbildung Ag(X1,...,Xn) —> Bo faktorisiert und B= A- Bo. 

Wir werden in (2.3.27) zeigen, da8 die Definition (2.3.22) im adischen Fall mit der 

tblichen Definition tbereinstimmt. 

2.3.23. Beispiele von Ringhomomorphismen, die topologisch von endlichem Typ sind: 

1) Ein Ringhomomorphismus zwischen diskret topologisierten Ringen ist genau 

dann topologisch von endlichem Typ, wenn er von endlichem Typ ist. 

2) Seien A ein volistandiger f-adischer Ring und 7' = (T),...,7,) ein n-Tupel von 

endlichen Teilmengen von A, so daf T;- A offen ist fir 7 = 1,...,n. Dann ist 

A —» A(X)r topologisch von endlichem Typ. 

3) Seien A ein vollstandiger f-adischer Ring, s1,...,3n Elemente von A und 

| T\,.-.,1m endliche Teilmengen von A, so da® 7; -A offen ist fiir 1 = 1,...,n. 

Dann ist A — A(A, bey Tn) topologisch von endlichem Typ. 
n 

Beweis: 2) Sei (B,J) ei Definitionstupel von A. Nach (2.1.13) ist A(X)r die 

Vervolistandigung von A[X]r und nach (2.3.12) hat A[X]p das Definitionstupel 

(Brx}, I. Brx})- Es gilt Bix] = Blt.X,|2 € {1,...,n},ti € Tj}. Damit folgt die 

Behauptung aus (2.3.8).. 

3) folgt aus (2.3.15) und (2.3.8).



63 

Lemma 2.3.24. Seien A und B vollstandige f-adische Ringe, so da8 gilt: A ist tatesch 

oder B = B°. Dann ist jeder Ringhomomorphismus f : A —>+ B, der topologisch von 

endlichem Typ ist, topologisch von strikt endlichem Typ. | 

Beweis: Seien Ao und Bo Definitionsringe von A und B, so daB f(Ao) € Bo, die Re- 

striktion Ag —+ Bo von f uber eine Quotientenabbildung g : Ao(X1,...,Xn) —> Bo 

faktorisiert und B endlich erzeugt tiber A- Bo ist. Ist s eine topologisch nilpotente 

Einheit von A, die in Apo liegt, so ist B = (Bo)s nach (2.2.3). Also ist f topo- 

logisch. von strikt endlichem Typ, falls A tatesch ist. Es gelte nun B = B°. Sei 

bi,...,6m ein Erzeugendensystem von B tiber A+ Bo. Es ist By := Bo[h,..., bm] 

offen und beschrankt in B und somit ein Definitionsring von B. Aufgrund der 

universellen Eigenschaft (2.1.14) haben wir einen stetigen Ap-Ringhomomorphismus 

h: Ao(X1,...,Xn+m) —> By mit h(X;) = g(Xi) fir t = 1,...,n und h(Xn4:) = 5; 

fir 2 =1,...,m. Mit g ist auch A offen und surjektiv. Es ist B = A- By. 

Lemma 2.3.25. Seien A und B vollstandige f-adische Ringe und f : A —> B ein 

Ringhomomorhismus, der topologisch von endlichem Typ (bzw. topologisch von strikt 

endlichem Typ) ist. Dann gibt es zu jedem offenen Unterring Ag von A einen offenen 

Unterring By von B, so da’ f(Ao) C Bo, die Restriktion Ag —+ Bo von f tiber 

eine Quotientenabbildung Ao(X1...,Xn) —> Bo faktorisiert und B‘endlich erzeugt 

uber A- Bo (bzw. B = A- Bo) ist. Ist Ao ein Definitionsring von A, so ist Bo ein 

Definitionsring von B. 

Beweis: Die letzte Behauptung ist trivial, denn ist Ao adisch, so folgt aus der Existenz 

der Quotientenabbildung Ao(X1,...,Xn) —> Bo, daB auch Bo adisch ist. 

Seien. A; und B, Definitionsringe von A und B, so daB f(A1) C Bi, die Restriktion 

A; —~> By, von f tber eine Quotientenabbildung g : Ay(X1,...,Xn) —> By fakto- 

risiert und B endlich erzeugt iber A - B, (bzw. B = A- Bj) ist. Sei h der stetige 

Ringhomomorphismus Ao(X1,...,Xn) —> B mit h| Ao = f|Ao. und h(X;) = g(X;) 

fir i =1,...,n. Sei Bo := h(Ao(X1,...,Xn)). Wir behaupten 

a) h ist eine offene Abbildung 

b) A- Bo =A- Bi. 

Damit ist dann das Lemma gezeigt. Es ist D := (Ag M A1)(X1,...,Xn) ein offe- 

ner Unterring von Ao(X1,...,Xn) und Ay(Xj,...,Xn) mit g|D = h{D. Deshalb 

ist mit g auch A offen. Es gilt A. By = A- h(Ao(X1,...,Xn)) = A- (h(D) + 

f(Ao) {h(X1), ...,2(Xn)]) = A-R(D) + f(A)[A(X1).,...,(Xn)] = A+ h(D). Ebenso 

zeigt man A- By = A-g(D). Also gilt (b).



64 

Korollar 2.3.26. Die Komposition zweier Ringhomomorphismen, die topologisch 

von endlichem Typ sind, ist topologisch von endlichem Typ. Die Komposition zweier | 

Ringhomomorphismen, die topologisch von strikt endlichem Typ sind, ist topologisch - 

von strikt endlichem Typ. 

Aus (2.3.24) und (2.3.25) folgt 

Korollar 2.3.27. i) Es seien A und B vollstandige f-adische Ringe und f : A —> B 

ein Ringhomomorphismus, der topologisch von endlichem Typ ist. Es sei A adisch. 

- Dann ist B genau dann adisch, wenn f topologisch von strikt endlichem Typ ist. 

ii) Sei f : A —> B ein Ringhomomorphismus zwischen vollstandigen adischen Ringen. 

f ist genau dann topologisch von endlichem Typ, wenn f iiber eine Quotientenabbil- 

dung A(X1,...,Xn) —> B faktorisiert. 

Lemma 2.3.28. Seien A und B vollstandige f-adische Ringe und f : A —> B ein 

Ringhomomorphismus, der topologisch von endlichem Typ ist. Dann ist B endlich 

erzeugt liber jedem offenen Unterring von B, der f(A) enthalt. 

Beweis: Sei Ce ein offener Unterring von B mit f(A) C C. Nach (2.3.25) gibt es 

einen offenen Unterring By von B, so daf f(A) C Bo, die Restriktion A —> Bo 

von f tiber eine Quotientenabbildung g : A(Xj,...,Xn) —~> Bo faktorisiert und 

B endlich erzeugt tiber Bo ist. Sei 0;,...,6m ein Erzeugendensystem von B tiber 

Bo. g(A[X1,...,Xn]) ist dicht in Bo. Deshalb Bo = f(A) [9(X1),---,9(Xn)] © 

Clg(%1),---,9(Xn)] = C [9(X1),---,g(Xn)] und somit 
B=C[g(X1),.--,9(Xn), b1,..-, bm]. 

Proposition 2.3.29. Sei f : A —>+ B ein Ringhomomorphismus zwischen vollstan- 

digen f-adischen Ringen. 

i) f ist genau dann topologisch von endlichem Typ, wenn f iiber eine Quotienten- 

abbildung 

A(Xj,...,Xn)r —> B 

faktorisiert, wobei T = (T,,...,In) ein n-Tupel von endlichen Teilmengen von 

A ist, so daf T;- A offen ist fir: =1,...,n 

ii) f ist genau dann topologisch von strikt endlichem Typ, wenn f tiber eine Quo- 

-tientenabbildung 

A(X, ee ., Xn) > B 

faktorisiert.
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Beweis: i) Wenn f die angegebene Faktorisierung besitzt, so ist f topologisch von 

endlichem Typ nach (2.3.23). Sei nun f topologisch von endlichem Typ. Nach (2.3.25) 

faktorisiert f uber eine stetige und offene Abbildung g : A(.X1,..., Xm) —> B, die von 

endlichem Typ ist. Sei bj,...,s ein Erzeugendensystem von B tiber A(X1,...,Xm). 

Seien Ag ein Definitionsring von A und I eine endliche Teilmenge von Ao, so daB I. Ao 

ein Definitionsideal von Ap ist. Wir wahlen ein k € N, so da& I*- 6; potenzbeschrankt 

in B ist fir i =1,...,s. Wir setzen T = (T),...,Tm+s) mit T; = {1} fir? =1,...,m 

und Tin4; = [* fir? =1,...,s. Aufgrund der universellen Eigenschaft (2.1.14) haben 

wir einen stetigen Ringhomomorphismus h : A(X),...,Xm+s)r —?> B mit h|A = f 

und A(X;) = 9(X;) far? =1,...,m und h(Xm4i) = 5; fir i =1,...,s. h ist surjektiv 

und offen. 

ii) Ist f topologisch von strikt endlichem Typ, so besitzt f die geforderte Fakto- 

risierung nach (2.3.25). Wir nehmen nun umgekehrt an, dai f tiber eine Quo- 

tientenabbildung g : A(Xi1,...,Xn) —-> B faktorisiere. Sei Ag ein Definitions- 

ring von A. Dann ist Ao(X1,...,Xn) ein Definitionsring von A(X1,...,Xn) und 

es ist A{(X1,...,Xn) = A> (Ao(X4,...,Xn)). Mit den Definitionsringen Ao und 

Bo := g(Ao(Xi,.-.,Xn)) von A und B ist die Definition (2.3.22.ii) fir f erfullt. 

Bemerkung 2.3.30. Seien A, B und C vollstandige f-adische Ringe und f : A —> B 

und g : B ~~ C Ringhomomorphismen. Die folgenden beiden Aussagen lassen sich 

einfach beweisen: 

i) f ist genau dann adisch, wenn f uber eine Quotientenabbildung 

A(X;|2 € I) —> B faktorisiert, wobei T' = (T;|¢ € J) eine Familie von endlichen 

Teilmengen von A ist, so daf 7; - A offen ist fur jedes z € J. 

ii) f und g seien stetig. go f sei adisch (bzw. topologisch von endlichem Typ bzw. 

topologisch von strikt endlichem Typ). Dann ist g adisch (bzw. topologisch von 

endlichem Typ bzw. topologisch von strikt endlichem Typ). 

Proposition 2.3.31. Sei A ein vollstandiger f-adischer Ring. Seien s),...,5n Ele- 

mente von A und 7;,...,T%» endliche Teilmengen von A, so daf J; - A offen ist fir 

i= 1,...,n. Wir setzen T = (7T),...,Tn). Dann gelten 

i) Hat A einen noetherschen Definitionsring, so ist A —> A(X],..., Xn)r treuflach. 

Hat A einen noetherschen Definitionsring, der ein G-Ring ist und uber dem A 

endlich erzeugt ist, so ist A —> A(Xy,...,Xn)r regular. 

ii) Hat A einen noetherschen Definitionsring, so ist A —> A(B, Leng Tn) flach. Hat 
n 

A einen noetherschen Definitionsring, der ein G-Ring ist und iber dem A endlich 

erzeugt ist, so ist A -—> A(B, wees Th) regular.
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iii) Sei B ein volistandiger f-adischer Ring, der topologisch von endlichem Typ tiber A 

ist. Hat A einen noetherschen Definitionsring, so hat auch B einen noetherschen 

Definitionsring. Hat A einen noetherschen Definitionsring, tiber dem A endlich 

erzeugt ist, so hat auch B einen noetherschen Definitionsring, tiber dem B endlich 

erzeugt ist. 

Beweis: i) Ist p ein Primideal von A, so ist q r= {Da,X” € A(X)rlay € p fir 

w= (0,...,0)} ein Primideal von A(X)r mit qn A =p. 

A(X)r ist die Vervollstandigung von B := A[X]r und der Ringhomomorphismus 

A — A(X yr ist die Komposition von A —+ B und B —. B. Der Ringhomo- 

morphismus A —> B ist regular und die Komposition regularer Ringhomomorphis- 

men ist regular ([M], 33.B Lemmal). Sei Ap ein Definitionsring von A. Dann ist 

Bo := (Ao)rx] ein Definitionsring von B. Bo ist endlich erzeugt iber Ao, denn es gilt 

Bo = Ao [tsX; jz € {1,...,,n},4€ T;]. Ist also Ag ein G-Ring, so ist auch Bo ein 

G-Ring ([M], 33.G). Die Behauptung folgt nun aus (2.3.9). 

ii) Der Beweis erfolgt entsprechend wie in i). Wir faktorisieren A —> A(S, veey a) 

in A— A(4,..., 2) =: Bund B— B. 

Bemerkung 2.3.32. Sei A ein f-adischer Ring und sei T = (7),..., Tn) ein n-Tupel 

von Teilmengen von A. Nach (2.1.17) haben wir den topologischen Ring A((X))r. 

Unmittelbar aus der Definition von A((X))7 folgt: A((X))r ist ein f-adischer Ring, 

und ist (B,J) ein Definitionstupel von A, so ist (Bux) Lqx)) = |. Byxy)) ein 

Definitionstupel von A({(X))r. 

Insbesondere ist der Ringhomomorphismus A —> A((X))r adisch. Man kann leicht 

die folgenden Eigenschaften von A((X))r beweisen. 

i) Hat A einen noetherschen Definitionsring und ist T; endlich fir 2 = 1,...,n, so 

hat auch A({X))r einen noetherschen Definitionsring. 

ii) Es sei A vollstandig und J; beschrankt fir 7 =1,...,n. Dann gilt: Hat A einen 

noetherschen Definitionsring oder ist T;- A offen fiir i = 1,...,n, so ist A((X))r 

vollstandig. 

AbschlieBend betrachten wir noch endlich erzeugte Moduln uber f-adischen Ringen. 

Seien A ein topologischer Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Sei mj,..., me 

ein Erzeugendensystem von M. Wir versehen M mit der Gruppentopologie 7, in der 

die Mengen {21m 1+...+zgm¢ | 2; € U fir? =1,...,¢} (U ist eine Nullumgebung von 

A) ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen bilden. 7 ist eine A-Modultopologie
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von M. Sie besitzt die folgende universelle Eigenschaft: Sind N ein topologischer A- 

Modul und f: M — N eine A-lineare Abbildung, so ist f stetig. 

Insbesondere ist 7 unabhangig von der Auswahl des Erzeugendensystems m1,..., my. 

Wir nehmen nun an, daf A ein f-adischer Ring ist. Seien (Ao, J) ein Definitionstupel 

von A und Mp ein endlich erzeugter ‘Ap-Untermodul von M, der offen in M ist. Dann 

ist J | Mo die I-adische Topologie von Mog. Deshalb nennen wir T die f-adische 

Topologie von M (beziiglich A). Ist Mp ein Ap-Untermodul von M, der den A-Modul 

M erzeugt, so ist Mo offen in M. 

Die Topologie in (2.2.15 i) ist die f-adische Topologie. 

Proposition 2.3.33. Seien A ein f-adischer Ring, der einen noetherschen Definiti- 

onsring besitzt, und M,N endlich erzeugte A-Moduln. Dann gilt 

i) Ist N ein Untermodul von M, so ist die f-adische Topologie von N die Teilraum- 

topologie der f-adischen Topologie von M. 

ii) Jede A-lineare Abbildung f:M — N ist strikt, wenn man M und N mit der 

f-adischen Topologie versieht. 

iii) Ist A vollstandig, so ist auch die f-adische Topologie von M vollstandig und jeder 

Untermodul von M abgeschlossen in der f-adischen Topologie von M. 

iv) Versieht man M mit der f-adischen Topologie beziiglich A und M @, A mit der 

f-adischen Topologie beziiglich A, so ist die kanonische Abbildung M @4A— M 

ein Isomorphismus topologischer A-Moduln. © 

v) Sei Ao ein Definitionsring von A. Jeder offene Ag-Untermodul von M enthalt 

einen offenen Ag-Untermodul, der endlich erzeugt tiber Apo ist. 

Beweis: i) Seien Ap ein noetherscher Definitionsring von A und J ein Definitionsideal 

von Ag. Sei Ny ein endlich erzeugter Ag-Untermodul von N mit N = A : Ni: Wir 

erganzen N, zu einem endlich erzeugten Ag-Untermodul Mp von M mit M = A- Mp. 

Als Untermodul von Mo ist No: = NM Mp endlich erzeugt tiber Ag. Es ist N = A-No. 

Nach [B], I1I.3.2 Th. 2 wird die I-adische Topologie von No induziert von der I- 

adischen Topologie von Mo. 

ii) f(M) ist ein endlich erzeugter A-Modul. Versieht man M und f(M) mit der f- 

adischen Topologie, so ist M — f(M) strikt nach der Konstruktion der f-adischen 

Topologie. Nach (i) ist ‘deshalb f:M — N strikt. . 

iii) Seien Ao ein noetherscher Definitionsring von A und J ein Definitionsideal von. 

Ao. Sei Mo ein endlich erzeugter Aog-Untermodul von M mit M = A: Mg. Sei H 

ein A-Untermodul von M. Wir versehen H mit der Teilraumtopologie von M. Dann
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ist H eine topologische Gruppe. Dié Teilraumtopologie auf Ho= HM, ist die I- 

adische Topologie voi fg: Nahi [B 3,1 112.13 Lettitla 3 iid 3:3 Piop: 6 lid Ho und 

Mp hausdorffsch. Mit (BI, 111.3.12 Gor. i erhalten wir, daB Ho und Mo volistandig 

sind und-‘somit auch H und M. Hieraus folgt, da8 H abgeschlossen ist in M. 

iv) Aufgrund der universellen Eigenschaft der f-adischen Topologie sind die kanonische 

A-lineare Abbildung f:@@,4A — M und die kanonische A-lineare Abbildung h: M > 

M 8, A stetig. Nach (iii) ist M @, A vollstandig. Deshalb induziert h eine stetige 

Abbildung g: M —+ M @, A. Es ist fog =id und gof =i 

v) Sei H ein offener Ap-Untermodul von M. Sei mj,...,mg ein Erzeugendensystem 

von M. Wir wahlen ein Definitionsideal J = (#1,...,%7) von Ao, so daB msz; € H fir 

s€{l,...,4} und t € {1,...,r}. Der von {msi: | s =1,...,2,¢ =1,...,7} erzeugte 

Ag-Untermodul von M ist offen und in H enthalten.
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5.4, AFFINOIDE RINGE 

- Definition 2.4.1. Sei A ein f-adischer Ring. Ein Ganzheitsring von A ist ein 

Unterring von A, der ganz abgeschlossen in A ist, offen ist, und in A® enthalten 

ist. 

Die Ganzheitsringe eines f-adischen Rings sind als offene Unteringe selbst f-adische 

Ringe. Jeder f-adische Ring A besitzt einen groSten Ganzheitsring, namlich A° 

(nach (2.1.7.i)), und einen kleinsten Ganzheitsring, namlich den ganzen Abschlu8 

des Unterrings Z-1-+ A° in A. Der ganze Abschlu8 in A eines Unterrings B von A 

wird mit B¢ bezeichnet. 

Definition 2.4.2. Ein affinoider Ring ist ein Paar A = (A, At), wobei A ein f- 

adischer Ring und At ein Ganzheitsring von A ist. 

Ein affinoider Ring A hei8t hausdorffsch, vollstandig, adisch, tatesch, ..., wenn A 

hausdorffisch, vollstandig, adisch, tatesch, ...ist. Ein Ringhomomorphismus zwischen 

affinoiden Ringen A und B ist ein Ringhomomorphismus f:A— B mit 

{(At) © B+. Sind A ein affinoider Ring und J ein Ideal von A, so bezeichnet A/I 

den affinoiden Ring (A//,(A+/I. NM At)°), wobei A/I die Quotiententopologie von A 

tragt. 

Lemma 2.4.3. Sei A ein f-adischer Ring. Sei i: A —> A die Vervollstandigung 

von A. Unter der Bijektion G++ G zwischen der Menge der offenen Untergruppen 

von A und der Menge der offenen Untergruppen von A (mit der Umkehrabbildung 

H +— i-!(H)) entsprechen einander | 

i) A° und (A)e 

ii) A°° und (A)°° 

ill) die Definitionsringe von A und die Definitionsringe von A 

iv) die Ganzheitsringe von A und die Ganzheitsringe von A. 

Beweis: Kine Teilmenge T von A ist genau dann beschrankt (bzw. topologisch nilpo- 

tent) in A, wenn (7) beschrankt (bzw. topologisch nilpotent) in A ist. Deshalb ist 
A 

i ((A)°) = A° und i-! ((A)e°) == A°° und somit gelten (i) und (ii). 

Ist G ein Definitionsrin g von A, so ist mit G auch G adisch, also G ein Definitionsring 

von A. Ist H ein Definitionsring von A, so ist H beschrankt in A und somit i-!(H) 

beschrankt in A. Nach (2.3.5.i) ist ~!(H) ein Definitionsring von A. Also gilt (iii).
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Ist H ein in A ganz abgeschlossener Unterring von A, so ist natiirlich i-1(H) ganz 

abgeschlossen in A. Zu zeigen bleibt noch: Ist G ein in A ganz abgeschlossener und 

offener Unterring von A, so ist G ganz abgeschlossen in A. 
  

Sei a ein Element von A, das ganz iiber G ist. Wir zeigen a € G = 2(G). Dazu ist zu 

zeigen, daf Uni(G) # 0 fiir jede Umgebung U von a in A. Sei also eine Umgebung U 

von a gegeben. Sei H der ganze Abschluf8 von G in A. Da H eine Untergruppe von 

A ist und G offen ist, ist H offen. Also kénnen wir ohne Einschr ankung annehmen, 

da8 U C H. Wir wahlen ein 6 € A mit 7(6) € U. Sei 

2(b)” + Cn-1 2(b)"-1 +..,.¢q = 

~ eine ganze Gleichung von i(6) iiber G. Da G offen ist, kann man die Elemente cy aus 

G so durch Elemente d, aus G approximieren, daf gilt 

a(b)” + i(dn—y)2(b)"-1 +...4+2(do) EG 

Wegen G = i-1(G) haben wir d := 6" + d,-) 6°-1+...+do9 € G. Aus der ganzen 

Gleichung 

b” + dy, 6"! +...+d,b+ (do —d) =0 

von b iiber G folgt b € G. Damit ist gezeigt UN2(G) # 0. 

Korollar 2.4.4. Fir jeden offenen Unterring G eines topologischen Rings A gilt in 

A: (G")e = (G*)*. 

Sei i: A—+ A die 

Da (G*)¢ offen 

Beweis: Im Beweis von (2.4.3) haben wir gesehen (G*)¢ C (G*)”. 

Vervollstandigung von A. Mit 2(G) C G” gilt auch 7(G*) C (G")¢. 

u(G*) C (G*)e. 
  

7 und damit auch abgeschlossen in A ist, haben wir (G°)* 

Ist A = (A,At+) ein affinoider Ring, so ist nach (2.4.3) auch ((A)*, (A+)*) ein 

affinoider Ring. Er wird mit A bezeichnet und heift die Vervollstandigung von A. 

Lemma 2.4.5. Seien A ein f-adischer Ring und (T7;|7 € [) eine Familie von Teilmen- 

gen von A, so da$ 7; - A offen ist fur jedes 2 € J. 

i) Es ist (A°)rx] S (A[X]7 ° und (A°)(x) © (A( X)r)’. 

ii) Ist J endlich und TJ; = {1} fiir jedes z € J, so ist (A°)(x) = = (ALX}r) )° und 

(A°)¢x) = (A(X)r)”. 

Beweis: i) Die Behauptung fiir (A°);xj ist klar.
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Sei ein a € (A°)(x) gegeben. Wir schreiben a = b +c mit b € (A°)x) und ¢ € 

Jixy, wobei J ein Definitionsideal eines Definitionsrings von A ist. 6b und ¢ sind 

potenzbeschrankt in A(X)7, also auch a. , 

ii) Wir zeigen (A°)(x) 2 (A(X \r)°. Wir fuhren den Beweis durch vollstandige - 

Induktion nach {J|, und kénnen daher annehmen |J| = 1. Seia = ) an X" € 
nENo 

(A(X \r)° gegeben. Angenommen, es sei a ¢ (A°);x). Sei k das kleinste Element aus 
k~1 

No mit a, ¢ A°. Wir setzen a! = }~ an X", wenn k > 1, und a! = 0, wenn k = 0. 
n=0 

Mit @ und a’ ist auch b := a—a! potenzbeschrankt in A(X). Sei eine Nullumgebung 

U von A gegeben. Wir wahlen eine Nullumgebung V von A, so daf 6™-V C U; x) fur 

jedes m € N. Dann ist a?-V C U fur jedes m € N und somit a, potenzbeschrankt 

in A. Widerspruch. . 

Seien A ein affinoider Ring und T’ = (J; | 7 € J) eine endliche Familie von Teilmengen 

von A, so dab 7; - A offen ist fiir jedes i € I. Nach (2.4.5) sind (ALX]r, (Afi) ) und 

(A(X \r, (A ( ty)) affinoide Ringe. Sie werden mit A[X]r7 und A(X)r bezeichnet. 

Aus (2.1.13) und (2.4.4) folgt 

Bemerkung. Ist A vollstandig und T; beschrankt fiir jedes 7 € Is so ist A(X)r die 

Vervollstandigung von A[X]r. 

Seien A ein affinoider Ring, S = (s;|i € I) eine Familie von Elementen von A und 

T = (T;{i € 1) eine Familie von Teilmengen von A, so da8 T;- A offen ist fiir jedes 

2€ J. Der Unterring At [4 fliel,te T;] von A(z) ist offen und in A(4)° enthalten. 

Der aflinoide Ring (A(z ry Atif lie lie ny *) wird mit A(§) = = A(# ili € I) 

bezeichnet. Seine Vervollstandigung wird mit A(S y= ACh |e J) bezeichnet. 

Aus der Konstruktion von A[LX]r und A(4) und (2.1.9) und (2.1.14) erhalten wir 

universelle Eigenschaften fir h : A —> (A[X]7, (Xi|¢ € )) und g : A — A(4): 

h, ist der universelle stetige Ringhomomorphismus von A in einen affinoiden Ring B, 

in dem eine Familie von Elementen (6; |i € I) ausgezeichnet ist, so daB {h(t) - bi|t € 

I,te T;} potenzbeschrankt und in Bt enthalten ist. g ist der universelle stetige 

Ringhomomorphismus von A in einen affinoiden Ring B, so da8 g(s;) invertierbar ist 

ftir jedes 1 € J und { so. |ce1,t€T;} potenzbeschrankt und in Bt enthalten ist. 

Ist J eine endliche Menge und ist. jedes T; eine endliche Menge, so kann man bei diesen 

universellen Eigenschaften auf die Forderung der Potenzbeschranktheit verzichten, 

da die Elemente eines Ganzheitsrings potenzbeschrankt sind. Wir formulieren die
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universellen Eigenschaften fur diese Situation nochmals ausfihrlich in der. folgenden 

Proposition. 

Proposition 2.4.6. Sei (P) die folgende Kategorie: Die Objekte sind die Paare 
~ 

A = (A, At), wobei A ein nat-Ring und At ein Unterring von A ist, der ganz 

abgeschlossen in A und in A®° enthalten ist. Die Morphismen zwischen A und B 

sind die stetigen Ringhomomorphismen f : A —> B mit f(At+) C Bt. 

Sei (Q) die volle Unterkategorie von (P) bestehend aus den Objekten A, so dai A 

vollstandig und A+ abgeschlossen in A ist. | 

Seien A ein affinoider Ring, S = (s;|2 € J) eine Familie von Elementen in A mit 

endlicher Indexmenge J und T = (T;|2 € J) eine Familie von endlichen Teilmengen 

von A, so daB T;- A offen ist fiir jedes i € I. 

i) Der kanonische Ringhomomorphismus h : A —> A (4) ist ein Morphismus in 

(P), so daB h(s;) invertierbar in A(&)~ ist fir jedes : € J und die Menge 

{aes lcel,teE T;} in A(Z)* enthalten ist. Ist f : A —>+ B ein Morphismus in 

(P), so daB f(s;) in B invertierbar ist fir jedes i € I und ($2. jee l,teT;} 

in B+ enthalten ist, so gibt es genau einen Morphismus in (P) g: A(z ) — B 

mit f =goh. 

ii) A(4) ist ein Objekt von (Q) und der kanonische Ringhomomorphismus 

h:A— A(4) ist ein Morphismus in (7), so da8 h(s;) invertierbar in A(z)~ 

ist fiir jedes ¢ € J und {Hey jie I} in A(Z)+ enthalten ist. Sind B ein Objekt 

in (Q) und f : A —> B ein Morphismus in (P), so da® f(s;) invertierbar in B 

ist fiir jedes « € J und {70 jiel,teT; hi in Bt enthalten ist,.so gibt es genau 

einen Morphismus in (P) g: A(t )— Bmit f=gohk. 

iti) Der kanonische Ringhomomorphismus h : A —> A[X]r ist ein Morphismus in 

(P), so daB {h(t)-X;|¢ € J, te T;} in (A[X]r)* enthalten ist. Sind f: A—> B 

ein Morphismus in (P) und (0; | € J) eine Familie von Elementen von B , so dah 

{f(t)-b[ieI,te T;} in B+ enthalten ist, so gibt es genau einen Morphismus 

n(P)g:A[X]r — B mit f =goh und g(X;) = ); fir jedes 2 € I. 

iv) Sei A vollstandig. Der kanonische Ringhomomorphismus h : A — A(X) ist 

ein Morphismus in (Q), so daB {A(t)-X;|i € I,t € T;} in (A(X)r)* enthalten 

ist. Sind f : A —» B ein Morphismus in (Q) und (6;|¢ € J) eine Familie von 

Elementen von B, so:daf {f(t)-b:|2€1,¢€7;} in Bt enthalten ist, so gibt es 

genau einen Morphismus in (Q) g: A(X)r — B mit f =g oh und 9(X;) = 5; 

fiir jedes 2 € J.. -
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Ein Ringhomomorphismus f : A —> B zwischen affinoiden Ringen heift adisch, wenn 

f : A—> B (und damit auch die Restriktion A+ —+ Bt) adisch ist: 

Dementsprechend kénnte man einen Ringhomomorphismus A —> B zwischen voll- 

standigen affinoiden Ringen topologisch von endlichem Typ nennen, wenn 

A —+B und A+ —+ B+ topologisch von endlichem Typ sind. Da wir jedoch fordern, 

daf B+ ganz abgeschlossen in B ist, ware diese Definition zu restriktiv. 

Definition 2.4.7. Ein Ringhomomorphismus f : A —> B ewischen vollstandigen 

affinoiden Ringen heiSt topologisch-von endlichem Typ, wenn f : A — B topologisch 

von endlichem Typ ist und es einen offenen Unterring D von B+ gibt, so daB B+ = De, 

f(At) ¢ D und die Restriktion At —+ D von f topologisch von endlichem Typ ist. 

Sei f : A —> B ein adischer Ringhomomorphismus zwischen affinoiden Ringen. Es 

seien Ap und Bo Definitionsringe von A und B und D ein Unterring von B, so daf 

gilt: Ag C At, By CDC Bt, B+ = D°, Bg ist eine endlich erzeugte Ao-Algebra, D 

ist eine endlich erzeugte At-Algebra und B ist eine endlich erzeugte A-Algebra. 

Bo Bt=D° oD —By 

fq tf of 

A - AtwmAp 

Dann folgt aus (2.3.8) und (2.4.4), daf f:A— B topologisch von endlichem Typ 

ist. 

Insbesondere erhalten wir 

Beispiele 2.4.8. 

i) Seien A ein vollstandiger affinoider Ring, S = (s1,...,5n) ein n-Tupel von 

Elementen von A und T = (71,.-:,Tn) ein n-Tupel von endlichen Teilmengen 

von A, so dag T;- A offen ist fir i=1,...,n. Dann ist A — A(Z) topologisch 

von endlichem Typ. 

ii) Seien A ein vollstandiger affinoider Ring und T = (T,...,In) ein n-Tupel von 

endlichen Teilmengen von A, so da® T;- A offen ist fir i = 1,...,n. Dann ist 

A —~+ A(X) topologisch von endlichem Typ. (Man beachte Aba = = At [tX; [7e 

{1,...,n},t€T].) 

Proposition 2.4.9. Fir einen Ringhomomorphismus f : A —~ B zwischen 

vollstandigen affinoiden Ringen sind aquivalent. 

i) f ist topologisch von endlichem Typ.
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ii) Zu jedem offenen Unterring Ap von At gibt es einen offenen Unterring By von 

B+, so da gilt: f(Ao) € Bo, die Restriktion Ap —+ Bo von f ist topologisch 

von strikt endlichem Typ, B+ = (A+- Bo)¢ und B ist endlich erzeugt tiber A- Bo. 

Beweis: Die Richtung (ii) => (i) ist klar. Wir zeigen (i) => (ii). Sei D ein offener 

Unterring von Bt, so da8 B+ = De, f(At) C D und die Restriktion At —+ D 

von f topologisch von endlichem Typ ist. Nach (2.3.24) ist At —> D topologisch 

von strikt endlichem Typ. Sei Ag ein offener Unterring von A+. Nach (2.3.25) gibt 

es einen offenen Unterring By von D, so da8 D = At- Bo, f(Ao) GC Bo und die 

Restriktion Ap —~> Bo von f topologisch von strikt endlichem Typ ist. Nach (2.3.28) 

ist B endlich erzeugt tiber A- Bo. 

Korollar 2.4.10. Sind f : A—+ Bund g: B —+ C Ringhomomorphismen zwischen 

vollstandigen affinoiden Ringen, die topologisch von endlichem.Typ sind, so ist auch 

gof:A— > C topologisch von endlichem Typ. 

Aufgrund der Proposition (2.4.9) definieren wir 

Definition 2.4.11. Ein Ringhomomorphismus f : A —» B zwischen vollstandigen 

affinoiden Ringen heift topologisch von strikt endlichem Typ, wenn es Definitionsringe 

Ag und Bo von At und Bt gibt, so daB f(Ao) Bo, die Restriktion Ag —> Bo von 

f topologisch von endlichem Typ ist, B+ = (A+. Bo)* und B= A- Bo. 

_ Aus dem Beweis von (2.3.25) folgt: Ist f : A —+ B ein Ringhomomorphismus 

zwischen vollstandigen affinoiden Ringen, der topologisch von strikt endlichem Typ 

ist, so gibt es zu jedem offenen Unterring Ap von At einen offenen Unterring Bo von 

B+, so daB f(Ao) C Bo, die Restriktion Ag —+> Bo von f topologisch von strikt 

endlichem Typ ist, B+ = (A+ - Bo)* und B= A- Bo. 

Insbesondere ist die Komposition von Ringhomomorphismen zwischen vollstandigen 

affinoiden Ringen, die topologisch von strikt endlichem Typ sind, topologisch von 

strikt endlichem Typ. 

Ist f : A—> B ein Ringhomomorphismus zwischen vollstandigen affinoiden Ringen, 

so daB f : A —» B topologisch von endlichem Typ und f : A —> B topologisch 

von strikt endlichem Typ ist, so folgt im allgemeinen noch nicht, daS f: A —+ B 

topologisch von strikt endlichem Typ ist. Aus (2.2.3) und (2.4.9) erhalten wir jedoch
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Proposition 2.4.12. Ist f : A —+ B ein Ringhomomorphismus zwischen vollstan- 

digen affinoiden Ringen, der topologisch von endlichem Typ ist, und ist A tatesch, so 

ist f topologisch von strikt endlichem Typ. 

Fin Ringhomomorphismus f : A —+ B zwischen affinoiden Ringen heiSt Quotien- 

tenabbildung, wenn f : A —> B eine Quotientenabbildung ist und B+ = f(At)s. 

Quotientenabbildungen sind topologisch von strikt endlichem Typ. 

Proposition 2.4.13. Sei f : A —+ B ein Ringhomomorphismus zwischen vollstan- 

digen affinoiden Ringen. 

i) f ist genau dann topologisch von endlichem Typ, wenn f tiber eine Quotienten- 

abbildung. 

A(X},...,Xn)r —> B 

faktorisiert, wobei T = (T7,,...,7,) ein n-Tupel von endlichen Teilmengen von 

A ist, so daf T;- A offen ist fir i= 1,...,n. 

ii) f ist genau dann topologisch von strikt endlichem Typ, wenn f tber eine Quo- 

tientenabbildung 7 

A(X,...,Xn) > B 

faktorisiert. 

Beweis: i) Nach (2.4.8.ii) ist f topologisch von endlichem Typ, wenn f die ange- 

gebene Faktorisierung besitzt. Es sei nun f topologisch von endlichem Typ. Nach 

(2.4.9) gibt es einen offenen Unterring D von B+, so dab B+ = De, B endlich erzeugt 

liber D, f(At) C D und die Restriktion At —+ D von f topologisch von strikt 

endlichem Typ ist. Sei g : At+(X1,...,Xm) —> D eine Quotientenabbildung, die 

A+ —+ D faktorisiert. Sei b,,...,6: ein Erzeugendensystem von B iiber D. Seien 

Ag ein Definitionsring von A und J eine endliche Teilmenge von Ag, so daB I - Ag — 

ein Definitionsideal von Ao ist. Wir wahlen ein k € N, so daS J*-.6; € Bt far 

t= 1,...,s. Wir setzen T = (Th,...,Tm+s) mit T; = {1} fir i = 1,...,m und 

Tm4+i = I* fir ¢ = 1,...,8. Nach (2.4.6.iv) gibt es einen stetigen Ringhomomor- 

phismus h : A(Xj,..., Xm+s)7 —> B zwischen affinoiden Ringen mit h|A = f und 

A(X) = g( Xj) fiir + = 1,...,8 und h(Xm4i) = 5; fir 2 = 1,...,5. h ist eine Quotien- 

tenabbildung. — 

ii) Sei f topologisch von strikt endlichem Typ. Aus der Bemerkung im Anschluf an 

die Definition (2.4.11) erhalten wir: Es gibt einen offenen Unterring D von B+, so 

da®B f(At) € D, die Restriktion At —+ D von f topologisch von strikt endlichem 
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Typ ist, B+ = De und B= A-D. Sei g : At(X1,...,Xn) —> D eine Quotien- 
tenabbildung, dié A+ =-+ D faktorisiert. Wit betrdchteh dén Ringhoinomorphisinilis 
zwischen affinoiden Ririgen h: A(Xy,..., Xn) —> B mit AlA = f uiid h(X;) = 9(X;) 

fir2=1,...,n. h ist eine Quotientenabbildung. 

Der kanonische Ringhomomorphismus A —+ A(X) ist topologisch von strikt end- 

lichem Typ, da (At+)x) = At(X) und A(X) = A- (At+)(x). Deshalb ist jeder 

Ringhomomorphismus A —> B, der uber eine Quotientenabbildung A(X) —> B 

faktorisiert, topologisch von strikt endlichem Typ. 

Bemerkung 2.4.14. Entsprechend zu (2.3.30) erhalt man: Seien A, B und C’ voll- 

standige affinoide Ringe und f : A —» B und g : B —> C Ringhomomorphismen: 

Dann gelten 

i) Es sei A+ der ganze Abschluf eines Definitionsringes von A. Dann faktorisiert f 

uber eine Quotientenabbildung A(X;|7 € I); —> B, wobei T = (7;|i € J) eine 

Familie von endlichen Teilmengen von A ist, so daB T;- A offen ist fir jedes i € J, 

' genau dann, wenn f adisch ist und B+ der ganze Abschluf eines Definitionsrings 

von B ist. . 

ii) f und g seien stetig. go f sei adisch (bzw. topologisch von endlichem Typ bzw. 

topologisch von strikt endlichem Typ). Dann ist g adisch (bzw. topologisch von 

endlichem Typ bzw. topologisch von strikt endlichem Typ). 

Es seien f : A —> B ein adischer Ringhomomorphismus zwischen f-adischen Ringen 

und A+ ein Ganzheitsring von A. Nach (2.3.19) ist f(At) € Be. Deshalb ist 

f(At) + Bee ein Unterring von B°. Der ganze Abschlu®8 EF von f(At+) + B°° in 

B ist der kleinste Ganzheitsring B+ von B, so daB f : (A, At) —> (B, Bt) ein 

Ringhomomorphismus zwischen affinoiden Ringen ist. 

Seien nun A und B vollstandig und f topologisch von endlichem Typ. Nach (2.3.29) 

und (2.4.13) gibt es einen Ganzheitsring B+ von B, so daB f : (A, A+) —> (B, Bt) ein 

Ringhomomorphismus zwischen affinoiden Ringen ist, der topologisch von endlichem 

Typ ist. Der Ring B+ ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Beispiele hierzu: 

a) Seien A und B diskret. Nach (2.3.23.i) ist f : (A, At) —> (B, B+) genau dann 

topologisch von endlichem Typ, wenn B+ der ganze Abschlu8 eines Unterrings 

von B ist, der endlich erzeugt iiber f(A*+) ist. . 

b) Sei & ein vollstandiger topologischer Kérper, dessen Topologie durch einen Rang 

2 Bewertungsring V gegeben ist. Sei W der Rang 1 Bewertungsring von & 

mit V C W. Wir setzen A = B = k, At = V und f = id. Dann ist
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f : (A, At) — (B, B+) genau dann topologisch von endlichem Typ, wenn 

Bt=V oder Bt =W. 

(Nach (2.3.28) ist B+ der ganze Abschlu8 eines Unterrings D von B°, der E enthilt 

und endlich erzeugt ttber E ist. Kann man unter all den Unterringen D von Be, 

die F enthalten. und endlich .erzeugt tiber E sind, diejenigen charakterisieren, so da8 

: (A, At) —> (B, D°) topologisch von endlichem Typ ist?) Wir geben nun ein 

‘ities Beispiel an, in dem B+ eindeutig bestimmt ist. 

Sei & ein vollstandiger topologischer KGérper, dessen Topologie durch eine Rang 1 

Bewertung gegeben ist. Aus (2.3.24) und (2.3.29.1i) folgt, da die vollstandigen f- 

adischen Ringe, die topologisch von endlichem Typ iiber k sind, gerade die topologi- 

schen Ringe sind, die man in der rigid analytischen Geometrie als Tate-Algebren tiber 

k bezeichnet. . 

Seien A und B vollstandige f-adische Ringe, die topologisch von endlichem Typ tber 

k sind, und sei f : A —+ B ein stetiger Ringhomomorphismus. Dann ist f topologisch 

von endlichem Typ und es gilt 

Proposition 2.4.15. Es gibt genau einen Ganzheitsring B+ von B, so dab 

f : (A, A°) — (8, Bt) ein Ringhomomorphismus affinoider Ringe ist, der topo- 

logisch von endlichem Typ ist, namlich B+ = B°. Insbesondere ist A+ = A° der 

eindeutig bestimmte Ganzheitsring von A, so daf der affinoide Ring (A, A+) topolo- 

gisch von endlichem Typ tiber (k, k°) ist. 

Beweis: Sei Bt ein Ganzheitsring. von B, so daB f : (A, A°) —> (B, Bt) topo- 

logisch von endlichem Typ ist. Nach (2.4.12) und (2.4.13.ii) faktorisiert f tiber 

eine Quotientenabbildung g : (A, A°)(Xj,...,Xn) —> (B, Bt). Also ist B+ = 

g ((A, A®) (X1,...,Xn)t)° = g((A°)xy)° = 9 (A(Xi,...,Xn)°)°, wobei die letzte 

Gleichheit aus (2.4.5.ii) folgt. Dag : A(X1,...,Xn) —> B surjektiv ist, folgt aus 

[BGR], (6.3.4) Prop. 1, daf B° ganz tiber g (A(X1,...,Xn)°) ist. Damit erhalten wir 

Bt+ = B°, 

Wir verbleiben in der Situation von (2.4.15). Im allgemeinen ist B° nicht der einzige 

Ganzheitsring B+ von B, so daB® f : (A, A°) —> (B, Bt) ein Ringhomomorphismus 

affinoider Ringe ist. Beispiel: Seien A = k, B = k(X) ein topologischer Polynomring 

uber & in einer Unbestimmten und f : A —>+ B der kanonische Ringhomomorphis- 

mus. Wir setzen E = { s dn X" € k(X)|ao € k° und an € k°° far n > 0}. Dann 
n==0
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ist & der kleinste Ganzheitsring B+ von B, so da f : (A, A°) —> (B, Bt) ein Ring- 
co 

homomorphismus affinoider Ringe ist. Es ist FE # B° = { > an X" € k(X) lan € k° 
n==0 

fiir jedes ne No}. 

Proposition (2.4.15) bleibt richtig, wenn A ein Tate-Ring ist, der einen noetherschen 

Definitionsring besitzt. Zum Beweis benstigen wir das folgende Lemma. 

Lemma 2.4.16. Sei A ein Tate-Ring und sei B ein noetherscher Definitionsring von 

A. Dann ist A° = Be, 

Beweis: Sei s eine topologisch nilpotente Einheit von A mit s € B. Sei ein a € A° 

gegeben. Da Bla} beschrankt ist, gibt es ein n € N, so da Bla] in dem endlich 

erzeugten B-Modul s—" - B enthalten ist. Da B noethersch ist, ist B[a] ein endlich 

erzeugter B-Modul und somit a ganz tber B. 

Proposition 2.4.17. Seien A und B vollstandige f-adische Ringe und f : A —> B 

ein Ringhomomorphismus, der topologisch von endlichem Typ ist. A sei tatesch und 

besitze einen noetherschen Definitionsring. Dann gibt es genau einen Ganzheitsring 

B+ von B, so da f : (A, A°) — (B, B+) ein Ringhomomorphismus affinoider Ringe 

ist, der topologisch von endlichem Typ ist, namlich B+ = B°. 

Beweis: Sei B+ ein Ganzheitsring von B, so daB f : (A, A°) —> (B, Bt) topologisch 

von endlichem Typ ist. Sei C ein noetherscher Definitionsring von A. Es ist C € A®. 

Nach (2.4.9) gibt es einen offenen Unterring D von Bt, so daB B+ = (A°-D)s, 

f(C) C D und die Restriktion C —> D von f topologisch von strikt endlichem Typ 

ist. Da C adisch und noethersch ist, ist dann auch D adisch und noethersch. Also ist 

D ein noetherscher Definitionsring von B. Aus (2.4.16) erhalten wir B+ = (A®-D)¢ = 

Be, 

Proposition 2.4.18. i) Zu adischen Ringhomomorphismen zwischen f-adischen 

Ringen f: A — Bund g: A > C existiert in der Kategorie der nat-Ringe die gefaserte 

direkte Summe 

D—B 

Tt Tf 

pe A 
g 

t 
Der Ring D ist f-adisch und wird mit B ®,4 C' bezeichnet. Die Vervollstandigung von 

D wird mit B@,4C bezeichnet.
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ii) Sei (Q) die Kategorie wie in (2.4.6). Seien A, B und C vollstandige affinoide Ringe 
und f : A—-> Bund g : A —> C adische Ringhomomorphismen. Zu f und g existiert 

die gefaserte direkte Summe in der Kategorie (Q). 

D&B 
ft ffs 

C—A 
9 

D ist ein affinoider Ring. Er wird mit B,C bezeichnet. f! und g! sind adisch. Ist 

Ff topologisch von endlichem Typ (bzw. topologisch von strikt endlichem Typ), so ist 

auch f! topologisch von endlichem Typ (bzw. topologisch von strikt endlichem Typ). 

Beweis: Wir zeigen (ii). Sei E:= B @, A C. Fir Untergruppen G und H von B und 

C sei G@ H die Untergruppe {x zi @yiln EN, 21,...,2n € G, yi,.--5Yn € H} 

von E. Seien Ao, Bo und Co Definitionsringe von A, B und € mit f(Ao) € Bo 

und g(Ao) € Co. Sei I ein Definitionsideal von Ap. Nach (2.3.20) sind J := I'- Bo 

und K := I- Cp Definitionsideale von Bo und Cp. Wir setzen Ey = Bo ® Co und - 

R= J-Eo = K-Eo. Rist ein Ideal von Ey. Wir versehen E mit der Gruppentopologie, 

so da {.R” |n € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist. Sei ein Element 

b@®cvon E gegeben. Wir wahlen ein n € N, so daB b- J" C Bo und c- K" C Cy. 

Dann ist (b@ c)- R28 = (b@c)-(J" @ K*) C Ep. Also ist E ein topologischer | 

Ring. Sei E+ der ganze Abschlu8 von At @ Bt in EB. Dann ist E+ C E° und somit 

E:= (E , E+) ein affinoider Ring. Sei D die Vervollstandigung von E. Es ist klar, da8 

die kanonischen Ringhomomorphismen g! : B —+ D und f': C —+ D die gefaserte 

-direkte Summe von g und f in der Kategorie (Q) bilden. 

Sei nun f topologisch von endlichem Typ. Wir zeigen, daf auch f! topologisch von 

endlichem Typ ist. Sei zunachst f die kanonische Abbildung A — A(Xj,.. .Xn)T, 

wobei J’ = (Jj,...,Zn) ein n-Tupel von endlichen Teilmengen von A ist, so daf 

T; - A offen ist fir ¢ = 1,...,n. Da g adisch ist, ist 9(T;) -C offen in C far i = 

1, ..., m. Wir haben deshalb den topologischen Ring C(X1,...,Xn)g7) mit 9(T) = 

(9(T1),---,9(Tn)). Sei f die kanonische Abbildung C —> C(X),.. -»Xn) (7). Nach 

(2.4.6.iv) gibt es genau einen stetigen Ringhomomorphismus g! : A(Xj,...,;Xn)r —> 

C(X,..., Xn) g() mit g'(Xj) = X; fir i=1,...,n und flog=g'of. Aus (2.4.6.iv) . 

folgt, da’ wir mit dieser Wahl von g’ und f! die gefaserte direkte Summe von g und 

f in der Kategorie (Q) konstruiert haben. Die Behauptung folgt nun aus (2.4.13).  
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3. ADISCHE RAUME 

3.1. DER TOPOLOGISCHE RAUM DER STETIGEN BEWERTUNGEN EINES 

F-ADISCHEN RINGS.) 

Zu einer Bewertung v fiihren wir auf (Py)oo eine Topologie ein: Eine Teilmenge U von | 

(I'v oo ist offen, wenn oo ¢ U oder wenn es ein y € Ty gibt, so daS {x € (Tv)oolz > 

y} CU. 
Die in (1.1) gegebene Definition eines kofinalen Elements von (Iy)oo la8t sich nun 

auch folgendermafen formulieren: Ein x € (T»)oo ist kofinal in (T'y)oo genau dann, 

wenn oo im Abschlu8 der Menge {n- x |n € N} liegt. 

Sei A ein f-adischer Ring. 

Definition 3.1.1. Eine Bewertung v von A heift stetig, wenn die Abbildung 

v:A—>+ (Ty)oco stetig ist. Wir setzen 

Cont (A) = {v € Spv A| v ist stetig} 

und versehen Cont (A) mit der Teilraumtopologie von Spv A. 

Zu einem stetigen Ringhomomorphismus f : A —> B zwischen f-adischen Ringen 

induziert die stetige Abbildung Spv(f) : Spy B —+ SpvA per Restriktion eine 

Abbildung Cont (f) : Cont (B) —> Cont (A). 

Kine Bewertung v : A —>+ (Tv)co ist genau dann stetig, wenn v stetig in 0 

ist. Reprasentieren wir Bewertungen von A durch Ringhomomorphismen von A 

in bewertete Korper, so sind die stetigen Bewertungen genau die Bewertungen, die 

reprasentiert werden kénnen durch Ringhomomorphismen A —> (K,v), die stetig 

sind, wenn man K mit der Bewertungstopologie von v versieht. 

Cont (A) ist im allgemeinen keine prokonstruierbare Teilmenge von Spv A. Dies zeigt 

das folgende 

Beispiel: Sei & ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei a:k —» Igo eine 

Rang 1 Bewertung. Wir versehen k mit der Bewertungstopologie von a. Sei A der 

topologische Polynomring k[X],,}. Auf © Z betrachten wir die Anordnung, die die 

Anordnung von I fortsetzt und so dai y = y@0 <0@1 fiir jedes y € I. Sei v die 

Bewertung A —> (I. @ Z)oo, ao + a1T +... + anT™ +> min{a(aj) +7-(0@ 1)
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i = 0,...n}. Sei L die Teilmenge {w € Spv(a,A)|w(T) > O}. Es ist v ¢ 

Cont (A), aber fiir jede konstruierbare Teilmenge Q von SpvA mit v € Q ist 

QM Cont (A) 4 0. Denn es ist LN Max Spv(a,A) € Cont(A) und nach (1.2.2) 

ist QM L Max Spv (a, A) #0, dave Qn. , 

Aus (1.1.17) folgt, da8 Cont(A) abgeschlossen ist gegentiber Spezialisierungen in 

Spv A. Jedoch ist Cont (A) im allgemeinen nicht abgeschlossen in Spv A, wie das 

obige Beispiel zeigt. 

Lemma 3.1.2. Es gilt Cont (A) = {v € Spv A] v(a) ist kofinal in (I'y)oo fiir jedes 

a € Av}, . 

Beweis: Sei v eine stetige Bewertung von A. Ist a € A®°, so ist 0 im Abschlu8 der 

Menge {a"|n € N} und somit oo = v(0) im Abschlu8 der Menge {n - v(a)|n € N}, 

d.h. v(a) ist kofinal in (Ps)oo. 

Sei nun v eine Bewertung von A, so daf v(a) kofinal in (I'y)oo ist fiir jedes a € A°. 

Sei ein y € Ty gegeben. Wir zeigen, daf es eine Nullumgebung U von A gibt mit 

v(u) > y fiir jedes u € U. Sei Ao ein Definitionsring von A und sei J eine endliche 

Teilmenge von Ag, so da J := J- Ao ein Definitionsideal von Ao ist. Es ist J C Ae 

und somit v(z) kofinal in (My)oo fiir jedes i € J. Insbesondere ist v(i) > 0 fiir jedes 

ié I. Wir wahlen ein n € N, so daf n- min{v(j)|j € J} > y. Dann ist v(u) > y far 

jedes Element u der Nullumgebung J™+! = J". J. 

Fiir eine Teilmenge L von A bezeichnen wir mit V(ZL) die Menge {pe Spec A| LC p}. 

A besitzt ein endlich erzeugtes Ideal J mit V(I) = {p € Spec Alp ist offen}. Zum 

Beispiel hat jedes von einem Definitionsideal eines Definitionsrings von A erzeugte 

Ideal von A diese Eigenschaft. 

Wir erinnern daran, daf fiir endlich erzeugte Ideale J und J von A mit V(L )=V(J) 

gilt Spv(A,/) = Spv(A,/J). | 

Satz 3.1.3. Sei I ein endlich erzeugtes Ideal von A mit V1) = {p € Spec Alp 

ist offen}. Dann gilt Cont (A) = {v € Spv(A, J)|v(a) > 0 fiir jedes a € A°°}. 

Man sieht, welchen Vorteil der Ubergang von Spv A nach Spv (A, J) bringt: Man 

kann die Bedingung ,,v(a) kofinal in (I'y)oo fir jedes a € A“ ersetzen durch die 

viel einfachere Bedingung ,,v(a) > 0 fur jedes a € A“. Letztere Bedingung ist eine 

»abgeschlossene* Bedingung. Wir erhalten
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Korollar 3.1.4. Cont(A) ist eine abgeschlossene (und damit prokonstruierbare) 

Teilmenge von Spv (A, /). Insbesondere ist Cont (A) ein spektraler Raum. 

Beweis: Es ist Cont(A) = () (Spv(A,J)\Ra(4)) und somit ist Cont (A) abge- 
. acAe 

schlossen in Spv (A, J). 

Der Beweis von (3.1.3) ergibt sich aus den folgenden beiden einfachen Beobachtungen. 

Lemma 3.1.5. Sei J ein endlich erzeugtes Ideal eines Rings A. Sei T eine 

Teilmenge von J, so daS es zu jedem a € A und jedem t € T enn E€ N 

gibt mit #*-a € T. Dann ist {v € Spv(A,J)| v(t) > 0 far jedest € T} Cc 

{v € Spv A] v(t) ist kofinal in (I'v )oo fiir jedes t € T'}. 

_ Beweis: Gegeben sei ein v € Spv(A, J) mit v(t) > 0 fiir jedes te T. Ist Ty A cv, 

so folgt aus (1.3.5), da® v(t) kofinal in (I'y)oo sogar fiir jedes t € J ist. Wir nehmen 

deshalb an Ty = cI'y. Sei ein t € T gegeben. Wir wollen zeigen, daf v(t) kofinal in 

(Tv )oo ist. Wegen Ty = cl, ist dazu zu zeigen: Zu jedem a € A mit v(a) 4 00 gibt es 

ein n € N mit n- v(t) > —v(a). 

Sei ein a € A mit v(a) 4 oo gegeben. Wir wahlen ein n € N mit t?-a € T. Dann ist 

n-v(t) + v(a) = v(t®-a) > 0, also n- v(t) > —v(a). 

Lemma 3.1.6. Sei J ein endlich erzeugtes Ideal eines Rings A. Sei T eine Teil- 

menge von A, die I erzeugt. Dann ist {v € Spv A| v(é) ist kofinal in (I'y)oo fiir jedes 

t€T}¢ {ve Spv(A, J)| v(t) > 0 far jedesteT}. . 

Beweis: (1.3.5) 

Zum Beweis von (3.1.3). Sei (Ao,7') ein Definitionstupel von A. Wir konnen 

annehmen [ = T-A. Es ist T eine Nullumgebung von A bestehend aus to- 

pologisch nilpotenten Elementen. Deshalb erhalten wir aus (3.1.5) und (3.1.6) 

{v € Spv A|v(a) ist kofinal in (T'y)oo fiir jedesa € A} = {v € SpvA | v(t) ist 

kofinal in (I'y)oo fiir jedes ¢ € T} = {v € Spv(A,J)|v(t) > 0 fiir jedest € T} = 

{v € Spv (A, J)| v(a) > 0 fiir jedes a € A}. Die Behauptung folgt nun aus (3.1.2). 

Definition 3.1.7. Sei A ein f-adischer Ring. Jede Bewertung von A mit offenem 

Trager ist stetig. Diese Bewertungen von A heifen nichtanalytisch. Eine analytische 

| Bewertung von A ist eine stetige Bewertung von A, deren Trager nicht offen ist. Die 

Menge der nichtanalytischen Bewertungen von A wird mit Cont (A)na und die Menge 

der analytischen Bewertungen von A wird mit Cont (A)q bezeichnet.
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Da V(A°°) = {p € Spec Alp ist offen}, ist eine stetige Bewertung v von A genau dann 
analytisch, wenn es ein a € A® gibt mit v(a) # oo. Aus (1.3.14.i) und (3.1.4) folgt 

Proposition 3.1.8. Cont (A)q ist eine offene konstruierbare Teilmenge von Cont (A). 

Proposition 3.1.9. Sei f : A —+ B ein adischer Ringhomomorphismus zwischen 
f-adischen Ringen. Mit g bezeichnen wir die Abbildung 

Cont (f) : Cont (B) —> Cont (A). Es gilt 

i) g ist spektral 

ii) g (Cont (B)a) C Cont (A)a und g (Cont (B)na) G Cont (A)na- 

Beweis: Seien (Ao,/) und (Bo, J) Definitionstupel von A und B mit f(Ao) © Bo 
und J = I+ Bo. Wir setzen K = I-A. Cont(A) ist eine prokonstruierbare 

Teilmenge von Spv(A, K) und Cont (B) ist eine prokonstruierbare Teilmenge von 
Spv(B,J-B) = Spv(B,K - B). Die Behauptung (i) folgt aus (1.3.13.ii). Die 

 Behauptung (ii) ist trivial. 

Proposition 3.1.10. Sei A ein offener Unterring eines f-adischen Rings B. Sei g die 

durch die Inklusion A C B induzierte Abbildung Spv B —> Spv A. Dann gelten 

i) Cont (B) = g~! (Cont (A)) 

ii) g gibt per Einschrankung einen Homéomorphismus von Cont (B)q auf Cont (A)a. 

Beweis: Sei v eine Bewertung von B. Es sei w := v|A eine stetige Bewertung von A. 

Ist supp (v) offen in B, so ist natirlich v stetig. Sei nun supp (v) nicht offen in B. 

Nach dem nachfolgenden Lemma (3.1.11) ist Ty = Ty. Deshalb ist v stetig. Damit 

ist (i) gezeigt. (ii) ergibt sich nun aus (3.1.11). 

Lemma 3.1.11. Sei A ein offener Unterring eines f-adischen Rings B. Sei f der 

durch die Inklusion A C B induzierte Morphismus von Schemata 

Spec B —+ SpecA. Sei X die abgeschlossene Teilmenge {p € Spec A|p ist offen } 

von SpecA. Dann ist f-!(X) = {p € Spec Blp ist offen} und f induziert einen 

Isomorphismus Spec B \ f-1(X) —» Spec A\X. 

Beweis: Sei p € SpecA\X gegeben. Wegen X = V(A°°) gibt es ein s € A°° mit 

s ¢ p. Die kanonische Abbildung g : As —> B, ist ein Isomorphismus. Denn: 

Naturlich ist g injektiv. Da s € A®° und A offen in B ist, gibt es zu jedem b é Bein 

néN mit s"-6€ A. Deshalb ist g surjektiv. 
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Proposition 3.1.12. Sei A ein f-adischer Ring und sei A seine Vervollstandigung. 

Die Abbildung g : Cont (A) —3 Cont (A) ist ein HomSothorphismiis: 

Beweis: g ist stetig und bijektiv. Wir zeigen, daf g eine abgeschlossene Abbildung 

ist. Nach (3.1.9) ist g spektral.. Deshalb geniigt es zu zeigen: Seien u ein Element von 

Cont (A) und w! eine Spezialisierung von wu! := g(u) in Cont (A). Dann gibt es eine 

Spezialisierung w von u in Cont (A) mit w! = g(w). . 

Nach (1.1.17) gibt es ein v! € Spv A, das eine Sekundarspezialisierung von wu’ und 

eine Primargeneralisierung von w! ist. Sei v eine Sekundarspezialisierung von u in 

Spv A mit of = g(v). Als Spezialisierungen stetiger Bewertungen sind v und v’ stetig. 

Deshalb gilt [py = Ty und cl’, = cl'y. Daher gibt es eine Primarspezialisierung w 

von vin Spv A mit w! = g(w). Es ist w € Cont (A). 

Sei A ein f-adischer Ring A. Der f-adische Ring A/{0} heift der zu A assoziierte 

Hausdorff-Ring. Es ist Cont (A/{0}) —> Cont (A) ein Homéomorphismus. 

Proposition 3.1.13. Sei A ein f-adischer Ring. 

i) Es ist Cont (A) = @ genau dann, wenn der zu A assoziierte Hausdorff-Ring der 

Null-Ring ist (d.h. A ist die einzige Nullumgebung von A). 

ii) Es ist Cont(A)a = @ genau dann, wenn der zu A assoziierte Hausdorff-Ring 

diskret ist (d.h. A hat eine kleinste Nullumgebung). 

Beweis: ii) Sei Cont(A)a = 0. Nach (3.1.9.ii) ist Cont (A), = 0. Sei (B,J) ein 

_Definitionstupel von A. Nach (3.1.10) ist Cont (B), = @. Hieraus folgt, wie wir gleich 

zeigen werden, daf J in jedem Primideal von B enthalten ist. Also ist 7" = (0) fiir ein 

n€N. Deshalb ist B diskret und damit ist auch der zu A assoziierte Hausdorff-Ring 

diskret. 

Sei p ein Primideal von B. Angenommen, es sei J ¢ p. Wir wahlen ein maximales 

Ideal m von B mit p C m. Sei v eine Bewertung von B, so daf supp (v) = p und 

B(v) den lokalen Ring (B/P)m/p dominiert. Da B vollstandig ist, ist J C m ([B], 

III.2.13 Lemma 3) und somit v(2) > 0 fir jedes 2 € J. Wir setzen w = v|cI',(J). Es 

ist w € Spv(B,J) und w(t) > 0 fiir jedes 2 € J. Nach (3.1.3) ist w € Cont (B). Da 

IZ p = supp(v) und w eine J-zulassige Spezialisierung von v ist, ist J Z supp (w). 

Also w € Cont (B)a, Widerspruch zu Cont (B)a = 9. 

i) Sei Cont(A) = 0. Nach (ii) ist {0} offen. Jede Bewertung v von A mit {0} ¢ | 

supp (v) ist stetig. Deshalb ist das Ideal {0} in keinem Primideal von A enthalten, 

also {0} = A.
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Es ist Cont (A)na = 9 genau dann, wenn A das einzige offene Ideal von A ist. Dies 

ist zum Beispiel der Fall, wenn A ein Tate-Ring ist, Tate-Ringe sind jedoch nicht die 

einzigen f-adischeti Ringe itiit diesét Figenschaft. 

Fur Anwendungen in spateren Paragraphen notieren wir die folgende einfache Beob- 

achtung. 

Lemma 3.1.14. Seien A ein f-adischer Ring und v eine analytische Bewertung von 

A. Dann gilt. 

i) v ist mikrobial. 

ii) Hat v den Rang 1, so ist v(a) > 0 fiir jedes a € A°. 

Beweis: ii) Sei a € A® gegeben. Angenommen, es sei v(a) < 0. Wir wahlen ein 

b € A® mit v(b) 4 co. Da I, Rang 1 hat, gibt es ein n € N mit n-v(a) < —v(b). Es 

ist a®-b € A°°. Da v stetig ist, ist v(a" - b) > 0. Widerspruch. 

~ 

Sie A = (A, At) ein affinoider Ring. 

Definition 3.1.15. Der topologische Teilraum {v € Cont (A)|v(a) > 0 fiir jedes 

a € A+} von Cont (A) wird mit Spa A bezeichnet. Er heift das adische Spektrum von 

A. Die Elemente der Menge (SpaA)q := Spa AM Cont (A)q hei®en die analytischen 
~ 

Punkte von SpaA und die Elemente der Menge (Spa A)na := SpaAN Cont (A)na 

heifen die nichtanalytischen Punkte von Spa A. Besteht Spa A nur aus analytischen 

Punkten, so nennen wir Spa A auch das analytische Spektrum von A. 

Fiir ein Element s von A und eine Teilmenge T = {t1,...,tn} von A, so daB T+ A 

offen ist, setzen wir 

R(—) = R(22): = Bz (4,..., 2) spa. 
s s § s 

Sind S = (s;,...,n) ein n-Tupel von Elementen von A und T = (T},...,Tn) ein n- 

Tupel von endlichen Teilmengen von A, so daf T; - A offen ist fiir jedes i € {1,...,n}, 

so setzen wir . a 

T Ti Tn Tj 

R(-) = R(—,...,—):= R(—). B= 8G B=) a 
Diese Teilmengen von Spa A heifSen rational. 

Bemerkung. i) Ist A+ = (Z-1-+ A%)¢ der kleinste Ganzheitsring von A, so ist 

Spa A = Cont (A).
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ii) Ist A diskret und A+ der kleinste Ganzheitsring von A, so ist Spa. A = Spv A. Die 

Definitionen der rationalen Teilmengen von Spa A und Spv A stimmen in diesem Fall 

uberein. 

iii) Wir kénnen bei Bedarf immer ohne Einschrankung annehmen, daf s ein Element 

von T ist, denn R(£) = R(Putsh), 

iv) Es sei s; € T; fir i= 1,...,n. Wir setzen T = {Q)-...-én|4 € T; fir i= 1,...,n} 

und s = 81°...° Sp. Dann ist T'- A offen und R(Z, 2) = R(Z). 

Satz 3.1.16. SpaA ist ein spektraler Raum. (SpaA)a ist eine offene konstruierbare 

Teilmenge von Spa A. Die rationalen Teilmengen von Spa A sind konstruierbar und 

bilden eine Basis ftir die Topologie von Spa A. 

~ 

Beweis: Sei J ein Definitionsideal eines Definitionsrings von A. Nach (3.1.4) ist 

Cont (A) eine prokonstruierbare Teilmenge von Spv (A, J. A). Nach (1.3.10.ii) ist fiir 

jedes a € A die Menge {v € Spv(A, J - A)|v(a) > 0} konstruierbar in Spv (A, J - A). 

Deshalb ist Spa A eine prokonstruierbare Teilmenge von Spv (A, J- A). Nach (3.1.8) 

ist (Spa A)a eine offene konstruierbare Teilmenge von (Spa.A)a. Ein Ideal H von A 

ist genau dann offen, wenn J- A C VH. Deshalb folgt die Behauptung iiber die 

rationalen Teilmengen von Spa A aus (1.3.10.ii). 

Bemerkung 3.1.17. i) Man kann leicht (Spa A), als endliche Vereinigung rationaler 

Teilmengen von Spa A schreiben: Sei T eine endliche Teilmenge von A mit V(T) = 

{p € Spec A|p ist offen}. Dann ist (Spa A)a = ¥ R(Z =). 

ii) (Spa A)na ist eine konstruierbare Teilmenge ‘ von Spa A und eine prokonstruierbare 

Teilmenge von Spv A. 

Sei f : A — B ein stetiger Ringhomomorphismus zwischen aflinoiden Ringen. 

Cont (f) gibt per Restriktion eine stetige Abbildung Spa(f) : Spa B —> Spa A. Nach 

(3.1.9) ist Spa(f) spektral, wenn f adisch ist. Genauer gilt 

Proposition 3.1.18. Ist f adisch, so ist Spa(f)—!(U) eine rationale Teilinenge von 

Spa B fiir jede rationale Teilmenge U von Spa A. 

Beweis: Ist f adisch, so ist f(T) - B offen in B fur jede Teilmenge 7’ von A, so da8 

T - A offen in A ist. 

Sei A ein affinoider Ring. Nach (3.1.12) ist die kanonische Abbildung g : SpaA — 

Spa A offen. Wir wollen nun etwas mehr zeigen, namlich, daf g rationale Teilmengen
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auf rationale Teilmengen abbildet. Zunichst das folgende Lemma, das unabhangig 

davon von Interesse ist. 

Lemma 3.1.19. Sei A ein vollstandiger affinoider Ring und seien s, t1,...,¢n 

Elemente von A, so da® das Ideal (t,...,tn) von A offen ist. Dann gibt es eine 

Nullumgebung U von A, so daf fir s' Es +U, t €ti 4+ U,... jt Gtn+U gilt: Das 

Ideal (t4,...,¢,) ist offen und R( 4+) = R( Beta), 

Beweis: Wir setzen to = s. Fiir jedes i € {0,...,n} sei X; die rationale Teilmenge 

R( feat i "), Nach dem nachfolgenden Lemma (3.1.20) gibt es eine Nullumgebung U' 

von A, so daf fiir jedes i € {0,...,n} gilt: v(u) > v(t:) fiir jedes u € U! und jedes 

v € X;. Eine nahere Betrachtung wirde zeigen, da fir th € t; + U' (¢ = 1,...,n) 

das Ideal (t,,...,¢/,) offen ist. Wir wollen darauf nicht eingehen, sondern einfach aus 

_ dem nachfolgenden Lemma (3.1.21) schlieSen, da8 es eine Nullumgebung U" von A 

gibt, so da8 fir t Et; + U" (i= 1,...,n) das Ideal (t4,...,¢/,) offen ist. Wir zeigen, 

da8 fir U = U'NU" n Ae die Behauptung aus (3.1.19) gilt. 

Zunachst zeigen wir Xo RSet). Sei v € Xo gegeben. Da t) — ¢; € U! fiir 

i= 0,...,n, gilt v(ti—ti) > v(to) fiir i = 0,...,n. Daraus folgt fiir jedes i € {1,...,n} 

v(t!) = v(tit (t) - ti) = min{ v(t), v(t} — t)} 
> v(to) = v(to + (#4 — to)) = v(t) 

th arta ) 

to 
Deshalb ist v € R( 

Sei nun v € SpaA mit v ¢ Xo. Wir zeigen v ¢ R( fotn fata), Wir betrachten zunachst 

den Fall, da8 v(t;) = 00 fir? =0,...,n. Da (t1,.. tn) offen ist, ist dann supp (v) 

offen, Also A°° € supp (v) und damit ti, — to € supp (v). Da to € supp (v), erhalten 

wir ¢, € supp(v). Deshalb v ¢ R(Begete), 

Sei nun v(t;) 4 oo fir ein i € {0,...,n}. Wir wahlen ein j € {0,...,n} mit 

u(t;) = min{v(to),...,v(tn)} # oo. Es ist v(to) > v(t;), denn sonst ware v € Xo. Da 

t} 1; € U' fir i =0,...,n und v € Xj, ist u(t; — ti) > v(t;) fir 1 = 0,...,n. Deshalb 

gilt v(t) = o(te + (th - to)) > min{v(to), ), v(th - to)} 

> (tj) = v(t; + (H - ty) = v(t) 

Aus u(t) > v(t;) folgt v Z R( fate Havin n). 
to 

Lemma 3.1.20. Seien A ein f-adischer Ring, @ eine quasikompakte Teilmenge von 

Cont (A) und (a;|i € /) eine Familie von Elementen von A, so da es zu jedem v € Q  
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ein 2 '€ J gibt mit v(a;) # oo. Dann gibt es eine Nullumgebung U von A, so daf es 

zu jedem'v € Q ein i € J gibt mit v(u) > v(a;) fiir jedes ue U. 

Beweis: Sei (Ao, J) ein Definitionstupel von A und sei Le eine endliche Teilmenge von 

Ao mit J = K - Ag. Fur jedes n € N sei 

Xn = U {vu € Cont (A)|v(a;) £ 00 und v(k") > v(a;) fir jedes k € K}. 
El 

Jedes Xp, ist eine offene Teilmenge von Cont (A) mit Xn C Xm fir m > n. Es ist 

Q © Unen Xn. Da Q quasikompakt ist, gibt es ein p € N mit QC Xp. Dann gilt die 

Behauptung fir die Nullumgebung U = {kP|k € K}- J. 

Lemma 3.1.21. Seien A ein vollstandiger adischer Ring und J ein Definitionsideal 

von A. Sei %1,...,%, ein Erzeugendensystem von J. Dann ist auch 7},...,2, ein 

Erzeugendensystem von J, wenn 2), € iz + J? fir k=1,...,n. g k 

Beweis: Es geniigt zu zeigen I = (i1,...,in—1, i). Hierzu ist zu zeigen 

tn € (t1,.++5%n—1,2/,). Es ist [7 € (21,...,%-1) + 72+ A. Wir schreiben _ 

v= inta+i2b mit a € (41,...,¢-1) und bE A. Da A vollstandig ist, ist c:= 1+inb 

eine Einheit in A. Somit erhalten wir tn = c~!- (#!, ~ a) € (21,...,%n~1, 0). 

Korollar 3.1.22. Sei A ein affinoider Ring. Unter dem Hom6omorphismus 

g : SpaA —>+ SpaA werden rationale Teilmengen auf rationale Teilmengen abge- 

bildet. ° 

Beweis: Sei X = R(*) eine rationale Teilmenge von Spa A. Nach (3.1.19) kénnen 

wir annehmen T = f(H) und s = f(e), wobei f : A —+ (A) die kanonische 

Abbildung und H endlich ist. Nach (3.1.20) gibt es eine Nullumgebung U von A, 

_ so daf v(f(u)) > v(s) fiir jedes u € U und jedes v € X. Sei J eine endliche Teilmenge 

von U, so da8 I- A offen in A ist. In SpaA haben wir die rationale Teilmenge 

Y = R(#Y). Es ist Y = g(X).  
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3.2. Dig PRAGARBE DER ADISCHEN FUNKTIONEN 

Im letzten Paragraphen haben wir zu einem affinoiden Ring A den topologischen 

Raum Spa A definiert. Wir wollen nun auf diesem topologischen Raum eine Pragarbe 

konstruieren. 

Wir erinnern an die Definition von Pragarbe und Garbe auf einem topologischen 

Raum mit Werten in einer Kategorie ([EGA*], 0.3.1). Sei (Nat) die Kategorie der 

vollstandigen nat-Ringe: Die Objekte sind die vollstandigen nat-Ringe, die Mor- 

phismen sind die stetigen Ringhomomorphismen. Sei X ein topologischer Raum. 

Eine Pragarbe auf X mit Werten in der Kategorie (Nat) (wir sagen auch: Pragarbe 

vollstandiger nat-Ringe auf X) ist ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der 

offenen Mengen von X in die Kategorie (Nat). Ein Morphismus zwischen Pragarben 

auf X mit Werten in (Nat) ist ein Morphismus von Funktoren. 

Eine Pragarbe F auf X mit Werten in (Nat) hei8t Garbe auf X mit Werten in (Nat), 

wenn gilt 

(S) Fir jedes Objekt T aus (Nat) ist U ++ Hom(T,F(U)) eine Garbe von 

Mengen auf X. 

Die Bedingung (S) ist aquivalent zu 

(S)' F, betrachtet als Pragarbe von Mengen, ist eine Garbe von Mengen und 

fiir jede offene Uberdeckung (U;) einer offenen Teilmenge U von X ist die 

kanonische Abbildung F7(U) —> |] F(U;j) eine topologische Einbettung, 
+ 

wobei [[ F(U;) mit der Produkttopologie versehen ist. 

Seien F eine Pragarbe auf X mit Werten in (Nat) und z ein Punkt von X. Wenn wir 

von dem Halm 4, von F in « sprechen, so meinen wir immer den Halm in x der F 

zugrunde liegenden Pragarbe von Ringen. 

Sind f : X — Y eine stetige Abbildung und F eine Pragarbe (bzw. Garbe) auf X 

mit Werten in (Nat), so haben wir wie tiblich eine Pragarbe (bzw. Garbe) f,(F) auf 

Y mit Werten in (Nat). . 

In (1.5) haben wir eine Kategorie (VL) definiert. Wir wollen nun eine Kategorie 

(VL)top definieren. Wir betrachten Tripel (X, Ox, (vz|x € X )), far die gilt 

(1) X ist ein topologischer Raum, Ox ist eine Garbe vollstandiger nat-Ringe 

auf X mit lokalen Halmen Ox, und jedes vz ist eine Bewertung von Ox; 

mit Trager im maximalen Ideal.
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Wie in (1.5) haben wir zu solch einem Tripel eine Garbe Of mit 

OL(U) = {f € Ox(U)|v2(fe) > 0 fiir jedes z € U}. Sind U eine offene Teilmenge in 

_X, f ein Element von Ox(U) und x ein Punkt von U, so bezeichnen wir das Bild von 

fr in dem Residuenkérper O X,2/M, mit f(x). Statt ve(fe) schreiben wir manchmal 

auch vz(f(x)), oder.auch einfach vz(f). 

Definition 3.2.1. Die Objekte der Kategorie (VL)iop sind die Tripel 

(X, Ox, (vz|x € X)), die (1) erfiillen und fiir die gilt 

(2) Fir jedes x € X ist (Ob)2 = {f € Ox,2|v2(f) > 0} (dh. betrachten wir 
Ox nur als Garbe von Ringen, so ist (X, Ox, (vz|z € X)) ein Objekt von 

(V1). 
(3) Fir jede offene Teilmenge U von X ist OF(U) C Ox(U)°. 

(4) Fiir jede offene Teilmenge U von X und jedes x € U ist. die Komposition der 

Abbildungen 

Ox(U) — Ox. *; (Tv, )oo 

stetig. 

Die Morphismen zwischen zwei Objekten (X, Ox, (vz|x € X)) und 

(Y, Oy, (vyly € Y)) in (VL)zop sind die Paare (f,), fiir die gilt: f ist eine stetige Ab- 

bildung X —+ Y und ¢ ist ein Morphismus zwischen Garben vollstandiger nat-Ringe 

Oy — f,Ox, so daf fiir jedes  € X die induzierte Abbildung Oy ¢(,) —> Ox,2 ein 

lokaler Ringhomomorphismus zwischen den bewerteten lokalen Ringen (Oy, f(z), Vf(z)) 

und (Ox, 2, vz) ist. 

Bemerkung 3.2.2. Seien X ein topologischer Raum und O eine Garbe vollstandiger 

nat-Ringe auf X. 

| i) Sind (U;) eine offene Uberdeckung einer offenen Teilmenge U von X und s ein 

Element von O(U), so daB s|U; € O(U;)° fiir jedes ¢, so ist s € O(U)°. Dies folgt 

unmittelbar aus (S)!. 

ii) Eine Restriktionsabbildung O(V) —+ O(U) bildet O(V)° nicht unbedingt nach 

O(U)° ab. Deshalb ist U > O(U)?° im allgemeinen keine Pragarbe. Ist jedoch 

U+— O(U)° eine Pragarbe auf X, so ist nach (i) diese Pragarbe eine Garbe. 

iii) Ist U ++ O(U)° eine Garbe auf X, so wird diese Garbe mit O° bezeichnet. 

Die Bedingungen (2), (3) und (4) sind lokaler Natur, d.h. ist (X,Ox,(vz|c € X)) ein 

Tripel, das (1) erfillt, und ist (U;) eine Uberdeckung von X durch offene Teilmengen, 

so ist (X,Ox,(vele € X)) genau dann ein Objekt von (VL)top, wenn alle offenen 

Teilriume (U;, Ox|Ui, (vz| 2 € U;)) Objekte von (VL)top sind. »
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Nach (1.5.4) sind die Morphismen zwischen (X, Ox, (vz|z € X)) und (Y, Oy, (vyly € 
Y)) in der Kategorie (VL)top die Morphismen lokal geringter und topologisch ge- 

ringter Raume f : (X,Ox) —> (Y, Oy), die einen Morphismus lokal geringter (und 

topologisch geringter) Raume (X,O%) — (Y, Of) induzieren. 

Entsprechend zu (*) in (1.5) formulieren wir nun das folgende Problem. 

(*)top Sei (A, B) ein Paar von Ringen, wobei A ein nat-Ring ist. Gesucht sind ein 

Objekt X der Kategorie (VZ)top und ein stetiger Ringhomomorphismus h : 

(A, B) — (I'(X, Ox), P(X, OF)), so da8 gilt: Sind Y ein Objekt der Kate- 

gorie (VL)top und f : (A, B) — (T(Y, Oy), I'(Y, OF)) ein stetiger Ringho- 

momorphismus, so gibt es genau einen Morphismus der Kategorie (VL) top 

s:Y —> X mit f = goh, wobei g der durch s induzierte stetige Ringho- 

momorphismus (I'(X, Ox), '(X,O%)) — (T(Y, Oy), T'(¥, OF)) ist. 

Wir behandeln das Problem (*)top nicht in dieser Allgemeinheit, sondern beschranken 

uns von vornherein auf den Fall, da® A ein f-adischer Ring ist. Aber selbst in diesem 

Fall weif ich nicht, ob (*)top immer eine Losung hat. 

Definition 3.2.3. Sei A ein affinoider Ring. Zu jeder rationalen Teilmenge U von 

SpaA definieren wir einen affinoiden Ring F(U) = F,4(U) folgendermafen: Wir 

wahlen ein n-Tupel S = (s1,...,5n) von Elementen von A und ein n-Tupel T = 

(T,,...;Zn) von endlichen Teilmengen von A, so daB T;- A offen fir i = 1,...,n 

und U = R(4). Nach (2.4) haben wir den affinoiden Ring A(4). Wir setzen 

F(U) = A(4). 

Daf diese Definition unabhangig von der Auswahl von S und T ist, ergibt sich aus 

dem folgenden Satz. 

Satz 3.2.4. Seien A ein affinoider Ring und U eine rationale Teilmenge von Spa A. 

Dann gibt es einen stetigen Ringhomomorphismus affinoider Ringe h : A —> B, der 

durch folgende universelle Eigenschaft eindeutig festgelegt ist (bis auf Isomorphie): B 

ist vollstandig und Spa(h) (Spa B) C U. Ist f : A — C ein stetiger Ringhomomor- 

phismus affinoider Ringe, so daf C' vollstandig ist und Spa(f)(SpaC) C U, so gibt 

es genau einen stetigen Ringhomomorphismus g : B —+ C' mit f =goh. 

Ist UV = R(4), so ist h der kanonische Ringhomomorphismus A —> A(4). 

Zum Beweis von (3.2.4) bendtigen wir die folgenden beiden Lemmata. 
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Zuvor merken wir eine oft benutété Tatsache an: 

Sind A ein vollstandiger f-adischer Ring iid mi eiti maximales Ideal Yori A, so ist th 

abgeschlossen in A. . 

Denn jedes Element aus 1 + A®°° ist eine Einheit in A und 1 + A°° ist offen in A. 

Lemma 3.2.5. Seien A ein vollstandiger affinoider Ring und m ein maximales Ideal 

von A: Dann gibt es ein v € Spa A mit supp (v) =m. 

_Beweis: Wir betrachten die Quotientenabbildung affinoider Ringe f : A —+ A/m. 

Es ist Spa(f)(SpaA/m) = {v € SpaA|supp(v) = m}. Es ist also zu zeigen, daf 

Spa A/m ¥ @. Ist A/m diskret, so ist die triviale Bewertung von A/m ein Element 

von SpaA/m. Wir nehmen deshalb an, daf A/m nicht diskret ist. Nach obiger 

Bemerkung ist A/ m hausdorffsch. Nach (3.1.13) ist Cont (A/m)a #0. Wir wahlen ein 

w € Cont (A/m)a. Nach (3.1.14.i) hat w eine Sekundargeneralisierung v in Spv A/m, 

so da$ v Rang 1 hat und v € Cont(A/m)q. Nach (3.1.14.ii) ist v € Spa A/m. 

Lemma 3.2.6. Sei A ein affinoider Ring. Dann gilt At = {a € Alv(a) > 0 

fiir jedes v € Spa A}. 

Beweis: Gegeben sei ein a € A mit v(a) > 0 fiir jedes v € Spa A. Wir nehmen an, 

daf a ¢ At, und fuhren dies zu einem Widerspruch. 

In der Lokalisation Ag betrachten wir den Unterring At+[a-1]. a-! ist keine Einheit 

in At[a-}]. (Denn sonst ware a € At{a—!], woraus sich ergibt, daf a ganz tiber At 

ist und damit a € At.) Sei p ein Primideal von At[a—!] mit a~! € p. Wir wahlen 

Primideale q und t von A+[a~!] und Ag mit q € p und q =tN At[a-!]. Sei w eine 

Bewertung von Aq, so da8 supp (w) = t und Aq(w) den lokalen Ring (At[a-"]/q) 74 

- dominiert. Sei J ein endlich erzeugtes Ideal von A mit 

V(1) = {a € Spec A| = ist offen in'A} und sei r die Retraktion Spy A —> Spv (A, /). 

Wir setzen v = r(w|A), also v = w'| cE y(I), wobei w! = w| A. 

Angenommen, wir wissen, daB v € Spa A. Dann haben wir einen Widerspruch, denn 

es ist 0 < w(a-!) und somit 0 > w(a) = (w| A)(a) = v(a). 

Wir zeigen also v € SpaA. Es ist w(b) > 0 fiir jedes 6 € A+ und deshalb auch 

v(b) > 0 fiir jedes b € At, Es bleibt zu zeigen, daB v € Cont (A). Nach (3.1.3) reicht. 

es zu zeigen, da8 v(u) > 0 fir jedes u € Ave C At. Sei ein u € A°e gegeben. Wir 

wahlen ein n € N mit ua € At. Also kénnen wir in At[a—1] schreiben u® = ba-! 

mit b€ At. Da a7! € p, ist auch u € p. Hieraus folgt w(u) > 0 und damit v(u) > 0.
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Beweis von (3.2.4): Seien S = (s1,...,8n) ein n-Tupel von Elementen von A und 

= (Ti,...,Tn) ein n-Tupel von endlichen Teilmengen vor A mit T;: A offen 

fir § = 1,:..,n, 80 dag U = R(2). Sei h: A — A(E). der kanonische eine 

homomorphismus. Nach (2.4.6.ii) ist h(s;) invertierbar in A( L\~ fir ¢ = 1,. 

und {(Reli € {l,...,n},t ET} C A(Z)+. Deshalb ist °Cite) > 0 fir veces 

v € Spa A(4), té€ {l,...,n},¢¢€ Tj. Hieraus folgt Spa(h) (Spa A(%)) CU. 

Seien nun C’ ein vollstandiger affinoider Ring und f : A —> C ein stetiger Ring- 

homomorphismus mit Spa(f)(SpaC) € U. Dann ist v(f(t)) > v(f(si)) 4.00 fiir 

jedes ve SpaC,7 € {1,...,n}, ¢ € Tj. Nach (3.2.5) ist f(s;) eine Einheit in C fir 

t=1,...,n. Aus o(f) > 0 fiir jedes v € SpaC, i € {1,...,n} , t © T; und (3.2.6) 

folgt, daB a8 (fi € {1,...,n},¢ € Tj} in C+ enthalten ist. Nach (2.4.6.ii) gibt es 

genau einen stetigen Ringhomomorphismus g : A(3) — C mit f=goh. 

Lemma 3.2.7. Seien A ein affinoider Ring und U eine rationale Teilmenge von 

SpaA. Sei kh: A —>+ F(U) der kanonische Ringhomomorphismus. Die Abbildung: 

Spa(h) : SpaF(U) —> SpaA bildet Spa F(U) homéomorph auf U ab und bildet 

rationale Teilmengen von Spa F(U) auf rationale Teilmengen von Spa A ab. 

Beweis: Seien s ein Element von A und T eine endliche Teilmenge von A mit T- A 

offen, so daB U = R(f). Nach (3.1.22) geniigt es die zu (3.2.7) entsprechende 

Behauptung fiir g: A — A(Z) zu zeigen. 

Direkt aus der Konstruktion von A(£) erkennt man, daf Spa (g) die Menge Spa A(£) 

bijektiv auf U abbildet. 

Sei X eine rationale Teilmenge von Spa A(£). Wir zeigen, daB Spa (g)(X) eine ratio- 

nale Teilmenge von Spa A ist. Seien f ein Element von A(t)~ und £ eine endliche 

Teilmenge von A(4)~ mit X = R(#). Es ist s eine Einheit in A(£)™. Indem wir 

f und die Elemente von E mit einer geeigneten Potenz von s multiplizieren, konnen 

wir annehmen, daB f € A und E C A. Nach (3.1.20) gibt es eine Nullumgebung H 

von A, so daf v(h) > v(f) fiir jedes h € H und jedes v € X. Sei D eine endliche 

Teilmenge von H, so da8 D- A offen in A ist. Wir haben dann in Spa A die rationale 

Teilmenge V = R(?9*). Es ist Spa(g)(X) =UNV. 

Lemma 3.2.8. Seien A ein affinoider Ring und U eine rationale Teilmenge von Spa A. 

Sei h: A —> F4(U) der kanonische Ringhomomorphismus. Wir setzen B = F4(U) 

und r = Spa(h) : Spa F4(U) — Spa A. Sei V eine rationale Teilmenge von Spa A mit 

V CU. Nach (3.1.18) ist r~!(V) eine rationale Teilmenge von Spa B. Nach (3.2.4)
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gibt es genau einen stetigen Ringhomomorphismus f : F4(V) —> Fg(r7(V)), so 

daf kommutiert f 
, Fg (r-1(V)) —Fa(V) 

sf Tt 

B — A , 
A 

wobei s und t die kanonischen Ringhomomorphismen sind. Es ist f ein Isomorphismus 

(in der Kategorie der affinoiden Ringe mit den stetigen Ringhomomorphismen als 

Morphismen). 

Beweis: Da Spa(t) (SpaFa(V)) C V C U, gibt es aufgrund der universellen Ei- 

genschaft des Ringhomomorphismus h : A —>+ F4(U) = B genau einen stetigen 

Ringhomomorphismus p : B —> F'4(V) mit t = poh. Es ist Spa(p) (Spa Fa(V)) © 

r-1(V). Die universelle Eigenschaft von s gibt einen stetigen Ringhomomorphismus 

q: Fa(r-1(V)) —> Fa(V) mit p= qos. Es ist g die inverse Abbildung zu f. 

Wir fixieren einen affinoiden Ring A. Nach (3.2.4) haben wir zu rationalen Teilmen- 

gen U und V von SpaA mit U C V einen kanonischen stetigen Ringhomomorphismus 

F(V) — F(U). Indem wir jeder rationalen Teilmenge U von Spa A den vollstandigen 

f-adischen Ring F(U)~ zuordnen, erhalten wir also auf der Kategorie der rationalen 

Teilmengen von SpaA eine Pragarbe vollstandiger nat-Ringe. In der Kategorie der 

vollstandigen nat-Ringe existieren projektive Limiten. Daher laft sich diese Pragarbe 

fortsetzen zu einer Pragarbe vollstandiger nat-Ringe auf der Kategorie der offenen 

Teilmengen von Spa A, indem wir jeder offenen Teilmenge U von Spa A den projekti- 

ven Limes lim F'(V)~ zuordnen, wobei V die Menge aller rationalen Teilmengen von 
V 

Spa A durchlauft, die in U enthalten sind (vgl. [EGA*], 0.3.2). Diese Pragarbe wird 

mit O = Oy bezeichnet. Sie heiSt die Pragarbe der adischen Funktionen auf Spa A. 

Besteht Spa A nur aus analytischen Punkten, so sprechen wir auch von der Pragarbe 

der analytischen Funktionen auf Spa A. Ist U eine rationale Teilmenge von Spa A, so 

ist O(U) = F(U)~. 

~ 

Sei c : A —> (Te)oo eine stetige Bewertung von A, die in SpaA liegt. Ist U 

eine rationale Teilmenge von Spa A, die x enthalt, so setzt sich x eindeutig fort zu 

einer stetigen Bewertung F(U)~ —> (T'r)oo. Deshalb induziert z eine Bewertung 

vz : Oz = lim F(U)~ — (Pz)oo. 
U 

Satz 3.2.9. Wir nehmen an, daf die Pragarbe © der adischen Funktionen auf Spa A 

eine Garbe mit Werten in der Kategorie der vollstandigen nat-Ringe ist. Dann gilt
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i) (Spa A,O,(vs|z € SpaA)) ist ein Objekt der Kategorie (VL)top. Fir jede 

rationale Teilmenge U von SpaA gilt O(U) = F(U)~ und O+(U) = F(U)+. . 

ii) (Spa A, O, (vz|z € Spa A)) und der kanonische Ringhomomorphismus h: (A, A+) 

= A — F(SpaA) = (O(SpaA),O+(SpaA)) lésen (*)top fiir das Paar von 

Ringen (A, At). . 

Beweis: i) Sei ein x € SpaA gegeben. Wir zeigen, daf O, ein lokaler Ring ist und 

vz das maximale Ideal von O, als Trager besitzt. Seien U eine rationale Teilmenge 

von Spa A und s ein Element von O(U) = F(U)~, so daB x € U und vz(sz) # co. Zu 

zeigen ist, da es eine offene Teilmenge V von SpaA gibt, so da8 z € V C U und die 

Einschrankung s|V eine Einheit in O(V) ist. Sei y € Spa F(U) die Fortsetzung von x 

auf F(U)~. Es ist y(s) # 00. Deshalb gibt es eine endliche Teilmenge T von F(U)~, 

so da8 T'- F(U)~ offen ist in F(U)~ und y(t) > y(s) fir jedes t € T. In Spa F(U) 

haben wir die rationale Teilmenge W = R(4), die y enthalt. Wir setzen B = F(U). 

Sei g: B —> Fp(W) der kanonische Ringhomomorphismus. Es ist g(s) eine Einheit 

in Fg(W)~. Sei r die durch den kanonischen Ringhomomorphismus A —>+ F(U) 

induzierte Abbildung Spa F(U) —> Spa A. Nach (3.2.7) ist V := r(W) eine rationale 

Teilmenge von Spa A mit r-!(V) = W. Es ist rc EV CU. Aus (3.2.8) folgt, da8 die 

Einschrankung s|V eine Einheit in O(V) ist. 

Wir zeigen nun, daf (SpaA,O,(vz|z € X)) die Eigenschaft (2) erfiillt. Seien U 

eine rationale Teilmenge von Spa A und s ein Element von O(U). Zu zeigen ist, daf 

Y = {x € U|ve(sz) > 0} offen in SpaA ist ((1.5.5)). Sei h.: A —+ F(U) der 

kanonische Ringhomomorphismus. Die Menge X = {v € Spa F(U)|v(s) > 0} ist 

offen in Spa F(U). Nach (3.2.7) ist Y = Spa(h)(X) offen in Spa A. 

Sei U eine rationale Teilmenge von SpaA. Sei s ein Element von O(U) = F(U)~. 

Da8B s in O+(U) liegt, bedeutet, daB v(s) > 0 fiir jedes v € Spa F(U). Nach (3.2.6) 

‘heiBt dies, da8 s € F(U)+. Damit ist gezeigt O+(U) = F(U)*. 

Es bleibt noch zu zeigen, da’ (Spa A,O,(vz|z € X)) die Eigenschaft (3) erfiillt. 
Gegeben seien eine offene Teilmenge U von SpaA und ein Element s von O+(U). Sei 

V eine rationale Teilmenge von Spa A mit V € U. Wir haben s|V € O+(V) = F(V)+ 

und damit s|V € (F(V)~)°. Da O(U) = lim F(V)~, erhalten wir s € O(U)°. 
i | 7 ; 

ii) Seien (X,P, (vz|z € X)) ein Objekt der Kategorie (VL)top und f : (A, A+) — 

(P(X), P+(X)) ein stetiger Ringhomomorphismus. Wir wollen einen Morphismus 

der Kategorie (VL)top (vy, %) : (X,P,(vz|a € X)) —> (SpaA,O, (vz|2 € Spa A)) 

konstruieren mit f = go h, wobei g der durch (y, 7) induzierte stetige Ringhomo- 

morphismus (O(Spa A), O+(Spa A)) —> (P(X), P+(X)) ist, und zeigen, da8 (y, p)    
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eindeutig bestimmt ist. 

Sei ein x € X gegeben. Da fur pz : Oy(2) —> Pz gelten soll Spv (vz)(vz) = viz) und 

da fiir \: A —+ O(Spa A) —> Op(2) gilt Spv (A)(v,(2)) = (z), miissen wir definieren 

p(x) = Spv(#)(vz), wobei » die Komposition der Abbildungen A+. P(X) — Pz 

ist. Damit erhalten wir eine Abbildung y : X —> Spa A. 

Sei U eine rationale Teilmenge von Spa A. Wir schreiben U = R(*), wobei s 

ein Element von A und T eine endliche Teilmenge von A mit T'- A offen. Es ist 

y(U) = {x € X|ve(f(t)) = ve(f(s)) fiir jedes t € T und ve(f(s)) # co}. Nach 

(1.5.5) ist p-1(U) offen und deshalb ist ~ stetig. Sei p die Komposition A Sf, P(X) 

—+ P(y-(U)). Es ist p(s) eine Einheit in P(y-1(U)) und of E Pt(y-!(U)) 

fir jedes t € T und somit Ac € P(y-1(U))° fiir jedes t € T. Nach (2.1.15) gibt 

es genau einen stetigen Ringhomomorphismus py : A(£) —+ P(p-1(U)), so daf 

kommutiert bu _T 

P(y(U)) 0(Y) = A=) 
t T 

P(X) > A 

Diese wy definieren einen Morphismus topologischer Garben » : O — y.P. 

Sei ein y & p=1(U) gegeben. Seien 7: P(p-1(U)) —> Py und 5: O(U) —3 Opty) die 

kanonischen Abbildungen. Fiir die Bewertungen Spv (6)(vy(y)) und Spv (70 py )( vy) 

von A(=) gilt Spv (6)(vpy IA = v(y) = Spv(7 0 %y)(vy)|A. Da die Komposition 

P(y71(U)) —, Py 4 (Tv, )oo stetig ist, ist Spv (yo py)(vy) eine stetige Bewertung 

von O(U). Ebenso ist Spv(é)(vyiy)) eine stetige Bewertung von O(U). Deshalb 

gilt Spv (7° Yu)(vy) = Spv(5)(vyy)). Hieraus ergibt sich, daf fur jedes c € X 

gilt Spv(z)(vz) = Uy(z), Wobei ~z der durch » induzierte Ringhomomorphismus 

Ov(z) —> Py ist. 

Bemerkung 3.2.10. Ist (X,Ox,(vz | ¢ € X)) ein Objekt aus (VL)top, so ist fiir 

jede offene Teilmenge U von X der Ring OU ) ganz abgeschlossen in Ox(U) und 

topologisch abgeschlossen in Ox(U). 

Im allgemeinen ist die Pragarbe der adischen Funktionen keine Garbe. Dies kann man 

zum Beispiel folgendermafen sehen. Seien A ein f-adischer Ring und a, f Elemente 

von A, so da f eine Einheit in A ist und die Folgen (f"a|n € N) und (f-"a|n € N) 

nach 0 konvergieren. Sei At ein beliebiger Ganzheitsring von A. In X = Spa(A, At)
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betrachten wir die offenen Teilmengen U = {v € X|v(f) > 0} und V = {v € 

X|v(f-1) > 0}, die X tiberdecken. Sei O die Pragarbe der adischen Funktionen 

auf X. Seien @ und f die durch a und f gegebenen Elemente von O(X). Es 

ist fIU € O+(U). Also ist f[U potenzbeschrankt in O(U). Hieraus folgt, daS 

(a|U = (f|U)" -(f-"a|U)|n € N) eine Nullfolge in O(U) ist. Also aJU = 0. Da 

(f|V)-1 € O+(V), ist (f[V)-! potenzbeschrankt in O(V). Deshalb ist (@|V = 

(f[V)-" - (f"alV)|n © N) eine Nullfolge in O(V) und somit a|V = 0. Wir haben 

also a[U = 0 und a|V = 0. Es ist zwar a2 = 0 (da (f"a- f-"a|n € N) eine Nullfolge 

in A ist), aber im allgemeinen ist a4 # 0. 

Wir geben nun ein konkretes Beispiel an, in dem die eben beschriebene Situation 

eintritt. Dieses Beispiel stammt von M. Rost. Wir betrachten den Polynomring 

Za, f,s] in den drei Variablen a, f, s. Sei A = Zla,f, 8]; die Lokalisation des 

Polynomrings nach fs. In A betrachten wir den Unterring B, der von den Elementen 

8, sf, sf—!, (s-"f"al|n € N), (s-"f-"aln € N) erzeugt wird. Wir versehen A mit der 

Gruppentopologie, so daB {s" B|n € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen 

ist. Dadurch wird A zu einem Tate-Ring. f ist eine Kinheit in A und (f*a|n € N) 

und (f~"a|n € N) sind Nullfolgen in A. Durch direktes Nachrechnen zeigt man, dab 

a ¢sB. Deshalb ist a F 0.
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3.3. ANALYTISCHE RAUME 

Lemma 3.3.1. Sei A ein vollstandiger noetherscher Tate-Ring. Dann gilt 

i) Der Ring A(X) ist treuflach tber A. 

ii) Fur jedes f € A sind die Ringe A(X)/(1— fX) und A(X)/(f —X) flach iber A. 

Beweis: Wir ibernehmen den Beweis aus [FP], III.7.8 und 7.9. 

i) Sei M ein endlich erzeugter A-Modul: Nach (2.2.15.i) ist M auf kanonische Weise ein 

topologischer A-Modul. Mit M(X) bezeichnen wir den A-Modul { SS my X*| mz € 
veNo 

M fir jedes v € No und fir jede Nullumgebung U von M ist m, € U far fast alle v 

aus No}. M(X) ist auf kanonische Weise ein A(X)-Modul. Es gilt 

(1) Die Abbildung M @4 A(X) —> M(X), m@at—m-a ist bijektiv. 

Dies ist klar, wenn M ein endlich erzeugter freier A-Modul ist. Ist M ein beliebiger 

endlich erzeugter A-Modul, so betrachten wir eine exakte Sequenz A™ —+ A”® —> 

M —— 0. Nach (2.2.15.ii) erhalten wir hieraus eine exakte Sequenz A™(X) —> 

A™(X) —+ M(X) — 0. Also gilt (1). | . 

Aus (1) folgt, da jeder injektive Homomorphismus M —+ N zwischen endlich 

erzeugten A-Moduln M und N einen injektiven Homomorphismus M @,4 A(X) — 

N @ A(X) gibt. Also ist A(X) flach iiber A. | 

Ist p ein Primideal von A, so ist die Menge aller Elemente © a,X” von A(X), deren 

konstanter Koeffizient in p liegt, em Primideal von A(X), das tiber p liegt. Also ist 

A(X) treuflach tiber A. 

ii) Wir zeigen zunachst, da A(X)/(1—fX) ein flacher A-Modul ist. Dazu betrachten 

wir die Sequenz 

(2) O—+ A(X) 4 A(X) — A(X)/(1 — FX) — 0, 

wobei v die Multiplikation mit 1 — fX ist. Nach [B], 1.2.5 Prop. 4 ist zu zeigen, da8 

fir jeden endlich erzeugten A-Modul M die mit M tensorierte Sequenz 

(3) O—+ M@,4 A(X) “> M @,4 A(X) — M @4 A(X) /(1 -— fX) 0 

exakt ist. Es ist sofort zu sehen, daf die Multiplikation mit 1 — {X eine injektive 

Abbildung M(X) —> M(X) ist. Daher folgt aus (1), da8 w injektiv ist. Mit A= M 

erhalten wir, da8 (2) exakt ist. Dann ist auch (3) exakt. 

Nun zeigen wir, da’ A(X)/(f — X) ein flacher A-Modul ist. Indem wir die zu (2) 

und (3) entsprechenden Sequenzen betrachten, ist zu zeigen, da fiir jeden endlich 

erzeugten A-Modul M die Multiplikation mit f — X eine injektive Abbildung M(X) 

—+ M(X) ist. Sei ein u= S* m:X* € M(X) gegeben mit (f —X)-u=0. Dann gilt 
i=0
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(4) fimo =0 und fm; = m;,-_) fir jedes i > 0. 

Sei M, der von (m;|¢ € No) erzeugte Untermodul von M. Da A noethersch ist,. ist 

My endlich erzeugt, etwa von mo,..:,me. Nach (4) wird dann M; von mg erzeugt 

und es gilt fft1m,y = 0. Wir schreiben moe, = amg mit a € A. Wir erhalten 

me = fet *m9¢41 = aft 1m, = 0. Also ist u = 0. 

Definition 3.3.2. Ein Tate-Ring A heift strikt noethersch, wenn fir jedes n € No 

der Ring A(X1,...,Xn) noethersch ist. Ein tatescher affinoider Ring A heift strikt 

noethersch, wenn A strikt noethersch ist. 

Sei A ein vollstandiger Tate-Ring. A ist genau dann strikt noethersch, wenn jeder 

Tate-Ring, der topologisch von endlichem Typ uber A ist, noethersch ist. Ist A strikt 

noethersch, so ist auch jeder Tate-Ring, der topologisch von endlichem Typ tiber A 

ist, strikt noethersch. 

3.3.3. Beispiele fur strikt noethersche Tate-Ringe. . 

i) Tate-Ringe, die topologisch von endlichem Typ tiber einem vollstandigen Rang 

1 bewerteten Kérper sind ({[BGR], 5.2.6 Theorem 1) 

ii) Tate-Ringe, die einen noetherschen Definitionsring besitzen ((2.3.9.1) und 

(2.3.31 .iii)) 

Der Durchschinitt dieser beiden Klassen von Ringen besteht aus den Tate-Ringen, die 

topologisch von endlichem Typ tiber einem vollstandigen diskret (Rang 1) bewerteten 

Korper sind. Denn: Seien k ein vollstandiger Rang 1 bewerteter Korper und A ein 

vollstandiger ‘late-Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt. Sei 

‘f :k —+ A ein stetiger Ringhomomorphismus. Wir wahlen ein maximales Ideal m 

von A. f induziert Abbildungen 4° —> (A/m)° und k9° —+ (A/m)°°. Aus (2.2.10) 

folgt, da® die Bewertung von k diskret ist. 

Lemma 3.3.4. Sei A ein vollstandiger strikt noetherscher Tate-Ring. Dann gilt 

i) Seien s,,...,5, Elemente von A und 7T),..., 7p endliche Teilmengen von A mit 

A=T;-A fir i=1,...,n. Sei B der Ring A(Xy | 7 € {1,...,n},¢ € T;\{s;}) 
und sei J das von {t — 5;Xy|7 € {1,...,n},¢ € T;\{s;}} erzeugte Ideal von B. 

Dann sind die Ringe A, vaey in) und B/I isomorph. 

ii) Sei A(X, X—!) der Ring { $7 anX"| an € A fiir jedes n € Z und fiir jede Nullum- 
neZ 

gebung U von A ist a, € U fiir fast jedes n € Z}. Wir versehen A(X, X—!) mit 

der Ringtopologie, so daB die Mengen { )> anX" € A(X, X~1)| an € U fiir jedes 
neZ 
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n € Z} (U Nullumgebung von A) ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen 

bilden. Dann sind A(X, X~1) und A(X, Y)/(1 — XY) isomorph. 

Beweis: i) Nach (2.2.14) ist J abgeschlossen in B. Wegen A = 7;: A ist s; eine Einheit 

in B/I. Deshalb erfiillen A(B, bony In) und B/I dieselbe universelle Eigenschaft (siehe 

(2.1.14) und (2.1.15)). . 

ii) Nach (2.2.14) ist das Ideal (1 - XY) abgeschlossen in A(X, Y). Deshalb ist sowohl 

A —> (A(X, X-1);X) als auch A —> (A(X,Y)/(1 — XY); X) ein universeller 

stetiger Ringhomomorphismus von A in einen vollstandigen nat-Ring, in dem eine 

Einheit u ausgezeichnet ist, so da8 u und u~! potenzbeschrankt sind. 

Satz 3.3.5. Sei A ein strikt noetherscher tatescher affinoider Ring. Dann ist die 

Pragarbe O der analytischen Funktionen auf SpaA eine Garbe vollstandiger nat- 

Ringe. Fiir jede rationale Teilmenge U von Spa A und jedes i > 0 ist H#(U,O) = 0. 

Man kann (3.3.5) analog zu Tate’s Azyklizitatstheorem beweisen. Wir geben deshalb 

nur die wichtigsten Schritte an und verweisen ansonsten auf [BGR]. 

Ohne Einschrankung koénnen wir annehmen, daf A vollstandig ist. 

(1) Sei f ein Element von A. Seien U und V die rationalen Teilmengen R( hf) und 

R(#4) von $ := Spa A. Dann ist der augmentierte Cech-Komplex zu O und der 

Uberdeckung {U,V} von S 

0 — O(8) — OV) x O(V) = O(UNV) — 0 

exakt. 

Beweis: Aus (3.3.4) erhalten wir O(U) = A(t) = A(X)/(f - X), O(V) = 

A(*f) = A(X)/(1 — £X), OW NV) = AE, HF) = A(X YV(P - X41 - fY) = 
A(X, Y)/(f —- X,1 — XY) = A(X,X-!)/(f -— X). Es folgt aus (3.3.1.1), dab 

ée: OVS) — O(U) x O(V) flach ist. Nach (3.2.5) ist ¢ treuflach. Deshalb ist ¢ 

injektiv. Die Exaktheit des obigen Komplexes an den Stellen O(U) x O(V) und 

O(U NV) kann man ganz einfach nachrechnen (siche [BGR], 8.2.3). 

Seien f1,...,fn Elemente von A. Die Familie rationaler Teilmengen von Spa A 

(U; N...0Ua| Ui = R(BE) oder U; = R(4E) ftir i= 1,... a) ist eine Uberdeckung 

von SpaA. Sie heift die von f1,..., fn erzeugte Laurenttiberdeckung von Spa A. 

Seien fi,..., fn Elemente von A mit A= (fi,---, fn). Die Uberdeckung 

(R(Beele)| i = 1,...,n) von SpaA heifSt die von fi,..., fn erzeugte rationale 

Uberdeckung von Spa A.
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(2) Sei (U;|é € J) eine rationale Uberdeckung von SpaA. Dann gibt es eine 

| Laurentiiberdeckung (V;|j € J) von SpaA, so da® fiir jedes 7 € J gilt: Ist 

f : Spa F4(V;) —> Spa die kanonische Abbildung, so ist (f-1(U;)|é € I) eine 

rationale Uberdeckung von Spa F4(V;), die von Einheiten von F,(V;)~ erzeugt 

wird. 

Beweis: Seien f},..., /n Elemente von A, die die Uberdeckung (U;|i € I) erzeugen. 

Zu jedem v € SpaA gibt es ein € {1,...,n} mit v(fi) # oo. Nach (3.1.20) gibt 

es eine Einheit s von A, so daf-es zu jedem v € SpaA ein i € {1,...,n} gibt 

mit v(s) > v(f;). Die von s~'fi,...,s71f, erzeugte Laurenttiberdeckung von SpaA 

erfillt die Behauptung, vgl. [BGR], 8.2.2 Lemma 3. 

(3) Jede rationale Uberdeckung von Spa A, die von Einheiten in A erzeugt wird, wird 

von einer Laurentuberdeckung von Spa A verfeinert. 

Beweis: Die von Einheiten fi,..., fn erzeugte rationale Uberdeckung wird von der 

von (fifF 11407 € {1,...,n}) erzeugten Laurentiiberdeckung verfeinert. 

(4) Sei U eine rationale Teilmenge von Spa A. Sei P die Pragarbe der adischen 

Funktionen auf Spa /4(U). Dann sind (Spa F4(U),P) und (U, O|U) kanonisch 

isomorph. 

Dic Aussage (4) folgt aus (3.2.7) und (3.2.8). Den folgenden Punkt (5) werden wir in 

(3.6.3 iv) beweisen. 

(5) Jede offene Uberdeckung von Spa A wird von einer rationalen Uberdeckung von 

SpaA verfeinert. 

Mit der Argumentation von [BGR], 8.2.2 Prop. 5 folgt aus den Punkten (1) - (4), 

daB fiir jede rationale Teilmenge U von Spa A und jede rationale Uberdeckung AL von 

U (= Spa F’4(U)) der augmentierte Cech-Komplex von O|U zu der Uberdeckung SL 

exakt ist. Damit folgt aus (5) und [EGA*], 0.3.2.2. 

(a) O ist eine Garbe von Ringen. 

(b) Hi(U,O) = 0 fiir jede rationale Teilmenge U von Spa A und jedes i > 0. 

Aus (a) und (b) und [Gr], 3.8 Cor.4 folgt, da8 H*(U,O) = 0 fir jede rationale 

Teilmenge U von Spa A und jedes i > 0. Es bleibt noch zu zeigen, da8 O eine Garbe 

topologischer Ringe ist. Nach [EGA*], 0.3.2.2 reicht es, dazu folgendes zu zeigen: Ist 

(U;|i € I) eine Uberdeckung einer rationalen Teilmenge U von Spa A durch rationale 

Teilmengen, so ist die kanonische Abbildung f : O(U) —> [J O(U;) eine topologische 

Kinbettung. ‘et
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Da U quasikompakt ist, konnen wir annehmen, da I endlich ist. Wegen im(f) = 

ker(g) mit g: I] O(U;) I O (UiNU; ), ist iin (Ff abgeschilsssen in I O(U;): Daiiit 

folgt die Behauptung aus 8 (2 9, 13). 

Sei A ein strikt noetherscher tatescher affinoider Ring. Sei O die Garbe der analyti- 

schen Funktionen auf Spa A. Nach (3.2.9.1) ist (Spa A, O, (ve|z € Spa A)) ein Objekt 

der Kategorie (VL)top. Es heiSt der analytische Raum zu dem affinoiden Ring A. 

Definition 3.3.6. i) Ein affinoider analytischer Raum ist ein Objekt der Kategorie 

(VL)top, das isomorph ist zu dem analytischen Raum eines strikt noetherschen tate- 

schen affinoiden Rings. 

ii) Ein (rigid) analytischer Raum ist ein Objekt der Kategorie (V L)top 

(X, O,(vz|x eX )) mit der Eigenschaft, da8 jeder Punkt von X eine offene Umge- 

bung U besitzt, so daB (U, O|U, (vz|z € U)) ein affinoider analytischer Raum ist. 

iii) Fur zwei analytische Raume X und Y sind die Morphismen (analytischer Raume) 

von X nach Y die Morphismen X —-> Y der Kategorie (V L)top. 

Nach (3.2.9) ist die Kategorie der affinoiden analytischen Raume dual zu der Kategorie 

der strikt noetherschen vollstandigen tateschen affinoiden Ringe (mit den stetigen 

Ringhomomorphismen als Morphismen). 

Sind (Spa A, O, (vz|z € Spa A)) ein affinoider analytischer Raum und U eine rationale 

Teilmenge von Spa A, so ist (U,O|U,(vz|x € U)) ein affinoider analytischer Raum, 

namlich der analytische Raum zu dem affinoiden Ring F4(U) = (O(U), O+(U )) (mach 

(3.2.7) und (3.2.8)). Also ist jeder offene Teilraum cines analytischen Raums cin 

analytischer Raum. 

Seien A ein strikt noetherscher tatescher affinoider Ring und (X,O, (vz|2 € X)) der 

analytische Raum dazu. Nach (1.1.3.ii1) sind die rationalen Teilmengen von Spa A die 

Mengen der Form {v € Spa A|v(fi) > v(fo),-.-,v(/n) > v(fo)}, wobei fi,..., fr 

Elemente von A sind mit A = (fo,..., fn). Nach: (3.1.22) und (3.2.5) lassen sich 

die rationalen Teilmengen von SpaA = X auch folgendermafen beschreiben: Eine 

_ Teilmenge U von X ist genau dann rational, weiin es fo,..., fn € ['(X,O) gibt, so 

- daB fo,..-; fn keine gemeinsame Nullstelle auf X haben (d.h. es gibt kein 2 € X mit 

fo(z) =... = fn(x) = 0) und U = {x € X|ve(fi) > ve(fo),---;02(fn) > vx( fo) }. 

Sind U eine rationale Teilmenge von X und V eine rationale Teilmenge des affinoiden 

analytischen Raums (U, OU, (vz|x € U)), so ist V eine rationale Teilmenge von X 

(nach (3.2.7)).
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Eine offene Teilmenge U eines analytischen Raums X heifSt affinoid, wenn der durch 

U gegebene offene Teilraum von X ein affinoider analytischer Ratim ist. 

Wir werden am Ende dieses Paragraphen einen analytischen Raum X angeben, fir 

den U ++ Ox(U)° keine Pragarbe ist (vgl. (3.2.2)). Es gilt jedoch das folgende 

einfache Kriterium. 

Proposition 3.3.7. Sei X ein analytischer Raum. Besitzt Ox(X) eine topologisch 

nilpotente Einheit, so ist U -+ Ox(U)° eine Garbe auf X. Insbesondere ist U +> 

Ox(U)° eine Garbe auf X, wenn es einen Morphismus X —> Y von X in einen 

affinoiden analytischen Raum Y gibt. 

Beweis: Seien U und V offene Teilmengen von X mit U C V. Nach (3.2.2.ii) ist zu 

zeigen, da die Restriktionsabbildung Ox(V) —>+ Ox(U) die Menge Ox(V)?° in die 

Menge Ox(U)?° abbildet. 

Sei B eine beschrankte Teilmenge von Ox(V). Wir zeigen, daS B|U beschrankt in 

Ox(V) ist. Seien s eine topologisch nilpotente Einheit in Ox(X) und (U;|? € J) 

eine Uber deckung von U durch offene affinoide Teilmengen. Nach (2.2.7.ii1) gibt es 2u 

jedem i € J einen Unterring Ox(Uj)o von Ox(Uj), so daB (Ox(U;)o, s|Ui) ein Defi- 

nitionstupel von Ox(Uj) ist. Da die Restriktionsabbildungen r; : Ox(V) —> Ox(U;) 

stetig sind, gibt es zu jedem? € J ein n € N mit (s/V)"-B C r7'(Ox(Ui)o). Deshalb 

ist ri(B) © (s[Ui)-"Ox(Uy)o beschrankt in Ox(U;). Da Ox(U) ein topologischer 

Unterring von IT Ox(U;) ist, ist BJU beschrankt in Ox(U). 
i€ 

Proposition 3.3.8. Sei X ein affinoider analytischer Raum. Sei O die Strukturgarbe 

von X. Es gilt 

i) Fur jede rationale Teilmenge U von X ist die Restriktionsabbildung O(X) — O(U) 

flach. 

ii) Fur jedes x € X ist der Ringhomomorphismus O(X) —> Oz flach. 

Beweis: i) Wir ibernehmen den Beweis auf [FP], II. 7.10. Seien fo,..., fa Elemente 

von O(X) mit U = {x © X|vz(fi) > ve(fo) fir i =1,...,n und vz(fo) # co}. Nach 

(3.1.20) gibt es eine Einheit s in O(X), so da8 vz(s) > v2(fo) fiir jedes « € U. Also 

ist U CY := {x € X|0> ve(2)}. Es ist fo|Y eine Einheit in O(Y). Wir definieren 

nun induktiv rationale he YOM  swmtY=:YyDY2D...DY%y,=U - 

durch ¥, = {x € YR | vn(Z (7) > 0} (k = 1,...,n). Nach (3.3.1.ii) und (3.3.4.1) 

ist O(Yp-1) —> O(Y;) flach fir k = 0,...,n (wir setzen Y_j = X). Also ist 
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O(X) — O(U) flach. 

ii) folgt unmittelbar aus i). 

Sei X ein topologischer Jp-Raum. Fiir Elemente x und y von X setzt man z < y, 

wenn x eine Generalisierung von y ist. Dadurch erhalt man eine partielle Ordnung 

auf X. Die Menge der minimalen Punkte von X wird mit Xmin bezeichnet, die Menge 

der maximalen Punkte von X wird mit Xmax bezeichnet. 

Proposition 3.3.9. Sei (X,O,(vz|z € X)) ein analytischer Raum. 

i) Sei « ein Punkt: von X. Die Menge der Generalisierungen von x in X ist eine 

Kette, d.h. sind y und z Generalisierungen von z, so ist y eine Generalisierung 

_ von z oder z eine Generalisierung von y. Insbesondere hat x genau eine Genera- 

lisierung, die ein minimaler Punkt ist. 

ii) Ein ¢ € X ist genau dann minimal, wenn vz den Rang | hat. 

iii) Seien y eine Spezialisierung eines Punktes x und g : Oy —>+ Oz die kanonische 

Abbildung. Dann ist vy eine Sekundarspezialisierung von Spv (g)(vz) in Spv Oy. 

Weiterhin ist g lokal und treuflach. Insbesondere ist g injektiv. 

Beweis: Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, da’ X der analytische Raum 

zu einem affinoiden Ring A ist. Zunachst zeigen wir 

(1) Sind x ein Punkt von X = SpaA € Spv A und y eine Spezialisierung von z in 

Spv A, so ist y eine Sekund&rspezialisierung von x in Spv A. 

Begriindung von (1): ‘Sei s eine topologisch nilpotente Einheit in A. Nach (1.1.17) 

gibt es ein z € Spv A, so daB y eine Primarspezialisierung von z und z eine Se- 

kundargeneralisierung von z ist. Da 2(s) kofinal in (I'r)oo ist, ist 2(s) kofinal in 

(T'z)oo. Da s eine Einheit ist, erhalten wir I, = cI’,. Hieraus folgt z = y. Damit ist 

(1) gezeigt. 

i) folgt unmittelbar aus (1). 

ii) Sei z ein minimaler Punkt von X. Angenommen, vz hat nicht Rang 1. Da a eine 

stetige Bewertung von A ist, ist [, =I», nicht die triviale Gruppe. Also gibt es eine 

konvexe Untergruppe H von lr; mit H # (0) und H AT. Sei w die Bewertung «/H 

von A. Es ist w stetig und w(a) > 0 fiir jedes a € At. Also ist w ein Element von 

Spa A. Es ist w eine echte Generalisierung von z, Widerspruch zur Minimalitat von 

z. 

Sei nun x ein Punkt von X, so daf Ty = Ty, Rang 1 hat. Angenommen, z ist nicht 

minimal in X. Sei w eine echte Generalisierung von x in X. Nach (1) ist w eine 

Sekundargeneralisierung von z. Also w = z/H, wobei H eine von (0) verschiedene
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konvexe Untergruppe von I’, ist. Dann ist w eine triviale Bewertung von A und somit 

nicht stetig, Widerspruch. 

iii) Aus (1) folgt, da vy eine Sekundarspezialisierung von Spv (g)(vz) ist. Hieraus 

ergibt sich, daB g ein lokaler Ringhomomorphismus ist. Sei U eine offene affinoide 

Umgebung von y. Nach (3.3.8.ii) ist O('U) —+ Oy, flach. Deshalb ist g : Oy = 

lim O(U) —>+ Or flach. 

Wir werden in (3.4.4) an einem Beispiel zeigen, da in der Situation von (3.3.9 iii) die 

injektive Abbildung Oy > O, im allgemeinen nicht surjektiv ist (vgl. jedoch (3.3.13 

iii). 

_ Korollar 3.3.10. Fur jede Teilmenge LZ von O(X) ist die abgeschlossene Teilmenge 

{x € X| f(x) = 0 fiir jedes f € L} abgeschlossen gegeniiber Generalisierungen in X. 

Korollar 3.3.11. Seien f : X —-+ Y ein Morphismus analytischer Raume und z ein 

Punkt von X. Dann bildet f die Menge der Generalisierungen von x in X surjektiv 

ab auf die Menge der Generalisierungen von f(z) in Y. 

Beweis: Wir konnen annehmen, da’ Y und X die analytischen Raume zu vollstan- 

digen affinoiden Ringen (A, A+) und (B, Bt) sind. f gibt einen stetigen Ringho- 

momorphismus f* : A —> B. Sei s eine topologisch nilpotente Einheit in A, Eine 

Generalisierung v von y := f(x) in Y ist eine Bewertung von A der Form y/H, wobei 

H eine konvexe Untergruppe von I’y ist mit y(s) ¢ H. Wir betrachten Ty als Un- 

tergruppe von [;. Sei K die konvexe Hille von H in T;. Dann ist u:= T,/K ein 

Element von Spa(B, B+) mit f(u) = v. 

Ist X ein affinoider analytischer Raum, so ist X ein spektraler Raum mit der Ei- 

genschaft, da® die Menge der Generalisierungen eines jeden Punktes eine Kette ist. 

Hieraus folgt, da8 der Abschlu8 U einer offenen konstruierbaren Teilmenge U von X 

eine prokonstruierbare Teilmenge ist, die abgeschlossen gegentiber Generalisierungen 

ist. Deshalb ist UV Durchschnitt von offenen konstruierbaren Teilmengen von X. Wir 

wollen dies explizit nachrechnen. 

Beispiel 3.3.12. Sei X ein affinoider analytischer Raum mit globalem Schnittring 

A=TI(X,Ox). Seien s ein Element von A und T eine endliche Teilmenge von A mit 

A=T.-A. Sei r eine topologisch nilpotente Einheit von A. Fir jedes n € N setzen
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wir T, = {r-t"|t € T}. Dann gilt A = T, - A fiir jedes n € N. Also haben wir die 

rationalen Teilmengen U = R(f) und U;, = R(®) von X. Es gilt gs? 

U=() Un. 
neN 

Beweis: Wir betrachten die Punkte von X als stetige Bewertungen von A. Zu 

jedem z € X gibt es eine grofte konvexe Untergruppe H,; von Tz mit H, # Tz. 

Es ist z(r) > Hz und T;/H,z hat Rang 1. Die Bewertung x/H, ist die minimale 

Generalisierung von x in X. Der Abschlu8 U von U in X ist die Menge aller 

Spezialisierungen aller Punkte von X, oder, anders ausgedriickt, ist die Menge aller 

Punkte von X, die eine Generalisierung in U haben. Da U offen ist, erhalten wir 

U ={x € X|2/H, € U}. Somit 

U = {x € X|(2/Hz)(s) # 00 und («/Hz)(t) > (t/He)(s) 
ftir jedes t € T} | 

= {x € X|2z(s) £ 00 und fiir jedes t € T gilt x(t) — z(s) > 0 

oder x(t) — x(s) € Hz} . 

= {x € X|x(s) 4 00 und fiir jedes n € N und jedes t € T 

gilt x(r) + n(x(t) — x(s)) > 0} 

= {x € X|fir jedes n € N gilt: 2(s”) #0 und 

a(rt”) > 2(s”) fir jedes t € T} 

= () Un. 
néN 

Sei A ein strikt noetherscher tatescher affinoider Ring. Seien A, und Az Ganzheits- 

ringe von A mit A; C Ap. Seien Y und X die analytischen Raume zu den affinoiden 

Ringen (A, Ai) und (A, Ag). Sei (y,) : X —+ Y der durch den kanonischen Ring- 

homomorphismus (A, Ai) —> (A, Ag) induzierte Morphismus analytischer Raume. 

Proposition 3.3.13. Es gilt 

i) y(X) ist eine prokonstruierbare Teilmenge von Y, die abgeschlossen ist gegeniiber 

Generalisierungen. y induziert einen Hom6omorphismus von X auf y(X). 

ii) » : Oy — Ox ist ein Isomorphismus (topologischer Garben). Fiir jedes 

te X ist bz : Oy yz) —* Ox,2 ein Isomorphismus. Aber Of — yOf ist kein 

Isomorphismus, wenn A; # Ap. 

iii) Sei y ein Element von Y. Die Menge L aller Generalisierungen von y, die in y(X) 

liegen, ist nicht leer. L besitzt ein gréfites Element x. Die kanonische Abbildung 

Oy,y — Oy, ist ein Isomorphismus.
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Beweis: i) ist trivial. 

ii) Aus (3.2.3) folgt, da8 ~ ein Isomorphismus ist. Damit folgt aus (i), daf jedes pz ein 

Isomorphismus ist. Nach (3.2.9.i) ist Of(Y) = A; und OF(X) = Ag. Ist Ai # Ao, 

so ist auch Ay # Ao. Also ist OF — yxOF kein Isomorphismus. 

iii) Sei ein y € Y gegeben. Sei z die minimale Generalisierung von y in Y. Nach 

(3.1.14 ii) und (3.3.9 ii) ist vz(a) > 0 far jedes a € Ag. Also ist z € y(X) und 

somit L nicht leer. L ist als Durchschnitt zweier prokonstruierbarer Teilmengen von 

Y ein spektraler Raum. Deshalb hat ZL ein maximales Element x. Nach (3.3.91) ist 

z das groBte Element von L. Wir.zeigen, daB Oy, —+ Oy. ein Isomorphismus ist. 

Seien F und G die Familien (y~1(U)|U offene konstruierbare Umgebung von y in Y) 

und (y~!(U)|U offene konstruierbare Umgebung von z in Y). Nach (ii) gilt Oy = 

lim Ox(V) und Oy,, = lim Ox(V). Es ist F eine Unterfamilie von G. Somit ist zu 
VEF Veg 

zeigen, dai F kofinal in G liegt. 

Sei ein W € G gegeben. Seien D die Menge aller Generalisierungen von y in Y, E 

die Menge aller Generalisierungen von z in y(X) und H die Familie aller offenen 

konstruierbaren Umgebungen von y in Y. Es ist DN y(X) = E. Deshalb gilt 

a vee(Q u) = 971(D) =p '(DNY(X)) =e (E) CW. 
VEF VexH 

Hieraus folgt, daB es ein V € F gibt mit V C W. 

Bemerkung 3.3.14. Die Struktur eines analytischen Raums X ist gegeben durch 

das Paar (Ox, (vz|z € X)) oder durch das Paar von Garben (Ox, Ot) (vgl. 1.5.). 

Wir betrachten die Situation von (3.3.13). Nach (ii) erhalt man die Struktur von 

Spa (A, Az) durch Einschrankung der Struktur von Spa(A, Ai) auf den topologischen 

Teilraum Spa(A, Ag). Aber umgekehrt 1a8t sich aus der Struktur von Spa(A, Ag) im 

allgemeinen nicht die Struktur von Spa(A, Aj) gewinnen. 

3.3.15. Zur Situation von (3.3.13) betrachten wir noch zwei Beispiele. 

i) Sei Ag der ganze Abschluf von Aj[f1,..-, fn] in A, wobei fi,...,fn-€ A°. Dann 

ist (y,p) : X —> Y eine offene EBinbettung von X auf den rationalen Teilraum 

R(bfaln) von Y. 

ii) Sei A+ ein Ganzheitsring von A. Seien O die Strukturgarbe von Spa(A, A+) und 

U eine rationale Teilmenge von Spa(A, A+). Wir haben dann den adischen Ring- 

homomorphismus affinoider Ringe (A, A+) —> (O(U), O+(U)). Sei E der kleinste 

Ganzheitsring von O(U), so daB (A, A+) —» (O(U), E) ein Ringhomomorphismus 
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affinoider Ringe ist (vgl. Seite 76). Dann haben wir das kommutative Diagramm 

analytischer Morphismen 

Spa (O(U), O+(U)) + Spa (O(U), E) 

iN Lh 
Spa(A, A+) 

Wir wissen, da8 f eine Einbettung auf den offenen Teilraum U ist. g ist ein Mor- 

phismus, wie wir ihn in (3.3.13) betrachtet haben (g ist sogar von der Art wie in 

(i)). Es_gilt: Die A zugrundeliegende stetige Abbildung ist ein Homéomorphismus 

von Spa (O(U), £) auf den Abschlu8 U von U in Spa(A, At). 

Beweis: i) ist klar. 

ii) Seien s ein Element von A und T eine endliche Teilmenge von A, so daB A= T-A 

und U = R(£). Sei (Ao,r) ein Definitionstupel von A mit Ag C At. Der affinoide 

Ring (O(U), E) ist die Vervollstandigung des affinoiden Rings (A(S), Be), wobei B 

der kleinste Unterring von A(*) ist, der At und r- (Ao[4|t € 7']) enthalt. Deshalb 

gilt im(h) = {v € Spa(A, At)|v(s) # 00 und v(r- (4)") > 0 fir jedes n € N}. Aus 

(3.3.12) folgt im(h) = U. Natiirlich ist h injektiv. Wie im Beweis von (3.2.7) zeigt 

man, da8 h : Spa (O(U), FE) — im (h) offen ist. 

Zu einem vollstandigen Tate-Ring A betrachten wir die folgende Eigenschaft. 

(T) Fur jedes maximale Ideal m von A wird die Quotiententopologie von A/m durch 

eine Bewertung des Kérpers A/m gegeben. 

Die in (3.3.3) angegebenen Ringe besitzen die Eigenschaft (T): Ist- A topologisch 

von endlichem Typ tuber einem vollistandigen Rang 1 bewerteten Korper k und ist 

m ein maximales Ideal von A, so ist A/m endlich tber k ({BGR], 6.1.2 Cor.3). 

Da es auf einem endlich dimensionalen Vektorraum iiber k nur eine hausdorffsche 

Vektorraumtopologie gibt ((Bi], 1.2.3), wird die Quotiententopologie von A/m durch 

die Fortsetzung der Bewertung von k auf A/m gegeben. Ein vollstandiger Tate-Ring, 

der einen noetherschen Definitionsring besitzt, hat die Eigenschaft (T) nach (2.2.10). 

Ich wei8 nicht, ob jeder vollstandige strikt noethersche Tate-Ring die Eigenschaft (T) 

besitzt. Trivialerweise sind aquivalent . 

a) Jeder vollstandige strikt noethersche Tate-Ring hat die Eigenschaft (T). 

b) Jeder vollstandige strikt noethersche Tate-Ring, der ein Korper ist, hat die 

Kigenschaft (T).
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Proposition 3.3.16. Seien A ein vollstandiger strikt noetherscher Tate-Ring, der 

die Eigenschaft (T) besitzt, A+ ein Ganzheitsring von A und (X,O, (vs|x € X)) der 

analytische Raum zu (A, At). Dann gilt fiir jedes x € X, dessen Trager supp (x) = 

ein maximales Ideal von A ist. 

i) Der Halm O, ist noethersch. 

ii) m-O, ist das maximale Ideal mz; von O, und die Abbildung A/m — O,/mz 

ist bijektiv. 

iii) Die kanonische Abbildung Am —, Ome ist bijektiv, wobei A™ bzw. Om die 

Vervollstandigung von A bzw. O, in der m-adischen bzw. m,z-adischen Topologie 

ist. | 

Beweis: Fir jede rationale Teilmenge U von X mit x € U setzen wir my = {f € 

O(U)| vs(f) = co}. Zunachst zeigen wir 

(1) Es ist my m-O(U) und A/m — O(U)/my bijektiv fir jede rationale 

Teilmenge U von X mit x € U. 

ll 

Begriindung von (1): Sei U eine rationale Teilmenge von X mit x € U. Wir wahlen 

eine endliche Teilmenge T von A mit A= T- A und ein s € A, so dai U = R(£). Da 

A(£) = Ag, gilt A/m —> A(£)/m . A(f). Wir haben also die exakte Sequenz 

(2) 0-—+m-A(L) — A(£) 4 A/m — 0 

Sei T die durch den Bewertungsring A(x) von A/m gegebene Topologie von A/m. 

Sei J, die durch die Topologie von A auf A/m definierte Quotiententopologie. Dann 

ist (A/m,7;) —> (A/m,T) stetig. Nach Voraussetzung wird auch 7; durch eine 

Bewertung von A/m definiert. Deshalb gilt: 

(3) T= 
Wir versehen A/m mit der Topologie 7. Dann ist a stetig (da sich x fortsetzt zu 

einer stetigen Bewertung von A(£)) . Aus (3) folgt, daS A/m vollstandig ist und 

a eine offene Abbildung ist. Deshalb erhalten wir aus (2) durch Ubergang zu den 

Vervollstandigungen die exakte Sequenz 

(4) O—>(m- A(Z))* — A(=) — A/m — 0 

Es ist (m- A(£))* der Abschluf des Ideals m- A(4) in A(Z). Da A strikt noethersch 

ist, ist A(£) noethersch. Nach (2.2.14) ist m- A(=) abgeschlossen in A(=). Deshalb 

gilt 

(5) (m-A(Z))" = m- A(Z) 
Da OU) = A(+), folgt aus (5) und der Exaktheit von (4) die Behauptung aus (1).
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Niin zum Beweis von (i) und (ii). Es ist Of = limO(U) = lim O(U)my. Nach 

(3.3.8.1) sind die Ubergangsmorphismen O(U)my —*> O(V)my flach. Da A strikt 

noethersch ist, sind die Ringe O(U)my noethersch. Benutzt man (1), so folgen aus 

_ [EGA], 0777.10.3.1.3 die Behauptungen aus (i) und (ii). 

iii) Es ist zu zeigen, daf fiir jedes n € N die Abbildung A/m" — O,/m* bijektiv ist. 

Dazu zeigen wir, daf fir jedes n € No die Abbildung 

(6) m™/met+! — m2/mntl 

bijektiv ist. Da m-O,; = mz und A —> O, flach ist, gilt 

my /meth = (m™/m"t!) @4 Os = (m"/m"*") BA jm (Ox /me) 

Da A/m — O,/mz bijektiv ist, ist also auch die Abbildung in (6) bijektiv. 

Sei X ein affinoider analytischer Raum mit Strukturgarbe O. Wir wollen zu jedem 

endlich erzeugten O(X)-Modul M eine Garbe auf X mit Werten in der Kategorie 

der vollstandigen topologischen Gruppen definieren. Fir jede rationale Teilmenge U 

von X setzen wir F(U) = M @gx) O(U). Es ist F(U) ein endlich erzeugter Modul 

liber dem vollstandigen noetherschen Tate-Ring O(U) und somit tragt F(U) nach 

(2.2.15.i) eine kanonische Topologie. Die Bemerkung (2.2.16) zeigt, da8 fiir rationale 

Teilmengen U und V mit U C V die kanonische Abbildung 7(V) —> F(U) stetig ist. 

Wir haben also auf der Kategorie der rationalen Teilmengen von X eine Pragarbe . 

F mit Werten in der Kategorie der vollstandigen topologischen Gruppen. Gema8 

[EGA*], 0.3.2. setzen wir F fort zu einer Pragarbe auf X, indem wir fur jede offene 

Teilmenge V von X setzen F(V) = lim F(U), wobei U die Menge aller rationalen 
U ; 

Teilmengen von X durchlauft, die in V enthalten sind. Diese Pragarbe ist eine Ox- 

Modulpragarbe. Wir bezeichnen sie mit M @ O. 

Satz 3.3.17. Fiir jeden endlich erzeugten O(X)-Modul M ist M @ O eine Garbe 

auf X mit Werten in der Kategorie der vollstandigen topologischen Gruppen. Es ist 

| Ht(X,M ® O) =0 fur jedes i > 0. 

Beweis: Aus (3.3.5) und (3.3.8.i) erhalt man sehr schnell, da8 M ® O eine Garbe 

abelscher Gruppen ist mit H#(X,M @O) = 0 fiir i > 0 (siehe [BGR], 8.2.1 Cor. 5.) 

Dai M ® O eine Garbe topologischer Gruppen ist, folgt aus dem Satz von Banach 

(2.2.13). 

Aus (3.3.17) und (3.3.8.1) folgt, da8 M +—- M @0O ein Funktor von der Kategorie der 

endlich erzeugten O(X)-Moduln in die Kategorie der O-Modulgarben ist, der exakt 

und volltreu ist.
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Da fiir jede rationale Teilmenge U von X der Ring O(U) noethersch ist, erhalten 

wir: Eine O-Modulgarbe F auf X ist genau dann koharent, wenn jedes x € X eine 

offene affitioide Umgebung U besitzt, so dai F |U isomorph zu einer Garbe der Form 

_M ® (OV) ist, wobei M ein endlich erzeugter O(U)-Modul ist. Insbesondere ist die 

Strukturgarbe O koharent. 

Satz 3.3.18. Jede koharente Garbe auf X ist isomorph zu einer Garbe der Form 

M @ 0, wobei M ein endlich erzeugter O(X)-Modul ist. 

Man kann (3.3.18) ganz analog zu Theorem III.6.2 in [FP] beweisen. Nur an einer 

Stelle mu8 der Beweis etwas modifiziert werden. Wir skizzieren den Beweis.’ 

Sei f ein Element von O(X). Wir setzen U; = {x e X|0> v2(fr)} und U2; = {z € 

X|vz(fe) > 0}. Sei U die Uberdeckung {U,,U2} von X. Eine O-Modulgarbe F auf 

X heiSt U-koharent, wenn es endlich erzeugte O(U;)-Moduln M, gibt, so da® F|U; 

isomorph zu M; @ (O|U;) ist fiir 7 = 1,2. 

(1) Ist F eine {-koharente Garbe auf X, so wird die (O|Uz)-Modulgarbe F|U2 vom 

Bild der Abbildung F(X) —+ F(U2) erzeugt. | 

Bewets: siehe [FP], III.6.4. 

(2) Fiir jede U-koharente Garbe F auf X gilt H!(X,F) =0. 

Beweis: Nach (3.3.17) ist H*(U,,F) = H*(U2,F) = H*(U; NU2,F) = 0 fir jedes 

k EN. Deshalb gilt H!(X,F) = H'(U,F). Also ist zu zeigen H1(U,F) = 0. Nach 

(1) gibt es einen endlich erzeugten O(X)-Untermodul M von F(X), so da8 fir den 

kanonischen Garbenmorphismus G := M@O —> F gilt: Fir jede rationale Teilmenge — 

U von U? ist G(U) —+ F(U) surjektiv. Wir betrachten das kommutative Diagramm 

F(U1) x F(U2)2F(U; 1 U2) 

t Th 

G(U1) x G(U2) IY NU2). 

Nach (3.3.17) ist H!(U,G) = 0, also ist dg surjektiv. Da h surjektiv ist, ist also auch 

dy surjektiv und damit H!(L,F) =0. 

(3) Jede &-koharente Garbe F auf X wird von ihren globalen Schnitten erzeugt. 

Beweis: Nach (1) gibt es einen endlich erzeugten O(X)-Untermodul M von F(X), 

so da die Einschrankung des kanonischen Garbenmorphismus M @O — F auf Up 
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surjektiv ist. Sei G das Bild des Garbenmorphismus M @ O —> ¥. Wir haben eine 

exakte Sequenz’ 

0—G—F —H— 0. 

G ist eine U-koharente Garbe und somit ist auch H eine U-koharente Garbe. Da 

H|U2 = 0, ist die Abbildung H(X) —> H(U1) surjektiv. Deshalb wird 7 von seinen 

globalen Schnitten erzeugt. Da M @O von seinen globalen Schnitten erzeugt wird, 

wird auch G von seinen globalen Schnitten erzeugt. Nach (2) ist H1(X,G) = 0 

und somit ist F(X) —+ H(X) surjektiv. Hieraus folgt, da8 F von seinen globalen 

Schnitten erzeugt wird. 

(4) Jede U-koharente Garbe F auf X ist isomorph zu einer Garbe M @ O, wobei M 

ein endlich erzeugter O(X)-Modul ist. 

Beweis: Nach (3) gibt es einen endlich erzeugten O(X)-Untermodul Ni; von F(X), 

so daf der kanoniche Garbenmorphismus f : Ni ® O —+ F surjektiv ist. Der Kern 

‘von f ist U-koharent. Mit dem gleichen Schlu8 erhalten wir eine exakte Sequenz 

No ®O—-+Ni 8 O— F — 0. 

Hieraus folgt die Behauptung aus (4). 

Aus (4) und den Punkten (2), (3), (5) im Beweis von (3.3.5) folgt (3.3.18). 

Definition 3.3.19. i) Ein analytischer Raum X heift quasisepariert, wenn der 

Durchschnitt zweier offener quasikompakter Teilmengen von X quasikompakt ist. 

_ ii) Ein Morphismus analytischer Raume f: X — Y heift quasikompakt, wenn f~1(U) 

quasikompakt ist ftir jede offene quasikompakte Teilmenge U von Y. 

Jeder affinoide analytische Raum ist quasisepariert. Ist (U;|¢ € J) eine Uberdeckung 

eines analytischen Raums X durch offene affinoide Teilmengen, so ist X genau dann 

quasisepariert, wenn U; VU; quasikompakt ist fur jedes 2,7 € J. 

Sind f: X — Y ein Morphismus analytischer Raume und (Uj | 7 € J) eine Uberdeckung 

von Y durch offene affinoide Teilmengen, so ist f genau dann quasikompakt, wenn 

f—!(U;) quasikompakt ist fiir jedes i € J. 

Proposition 3.3.20. Sei f:X — Y ein injektiver quasikompakter Morphismus 

zwischen analytischen Raumen. Dann ist die durch f gegebene stetige Abbildung 

X — f(X) ein HomGdomorphismus.
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Beweis: Ohne Einschrankung ist Y affinoid. Sei g:X — f(X) die Restriktion 

von f. Wir zeigen, daB g abgeschlossen ist. Da X. quasikompakt ist, ist f(X) 

prokonstruierbar in Y und ist g(T) prokonstruierbar in f(X) fiir jede abgeschlossene 

Teilmenge T von X. Es gentigt deshalb zu zeigen, da® g spezialisierend ist (d.h. sind 

gz ein Punkt von X und y’ eine Spezialisierung von g(z) in f(X), so gibt es eine 

Spezialisierung y von x in X mit g(y) = y'). Nach (3. 3.11) ist g generalisierend. Da 

g bijektiv ist, ist dann g auch spezialisierend. 

Definition 3.3.21. i) Ein Morphismus f : X — + Y awischen analytischen 

Raumen heift lokal von endlichem Typ, wenn es zu jedem xz € X eine offene af- 

finoide Umgebung U von z in X und eine offene affinoide Umgebung V von f(z) 

in Y mit f(U) C V gibt, so da8 der Ringhomomorphismus affinoider Ringe 

(Oy(V), OF(V)) — (Ox(U), ot %(U)) topologisch von endlichem Typ ist. 

ii) Ein Morphismus analytischer Raume heiSt von endlichem Typ, wenn er lokal von 

endlichem Typ und quasikompakt ist. 

Proposition 3.3.22. Seien f:X — Y und g:Y — Z Morphismen zwischen analyti- 

schen Raumen. 

i) Sind f und g lokal von endlichem Typ, so ist auch g © f lokal von endlichem Typ. 

ii) Ist g o f lokal von endlichem Typ, so ist auch f lokal von endlichem Typ. 

iti) Sind U und V offene Teilmengen von X und Y mit f(U) C V und ist f lokal von 

endlichem Typ, so ist auch die Restriktion f:U — V lokal von endlichem Typ: | . 

Beweis: Wir beweisen (i), der Beweis von (ii) ist entsprechend. (iii) folgt 2 aus (i) und 

(ii). | 

Sei ein z € X gegeben. Seien Uj und VY offene affinoide Umgebungen von zx und 

f(a) in X und Y, so daB (Oy(Vi),Of(U)) — (Ox(Ui), OF(Ui)) topologisch von 

endlichem Typ ist, und seien V2 und W offene affinoide Umgebungen von f(x) und 

g(f(z)) in Y und Z, so da® (Oz(W),O#(W)) — (Oy(V2), OF y(V2)) topologisch 

von endlichem Typ ist. Wir wahlen rationale Teilmengen U und V von U; und 

Vz, so daB x € U, f(z) EV C§UNW und f(V) CV. Da (Oy(V2), OF (V2)) > 

(Oy(V),O¢(V)) topologisch von endlichem Typ ist ((2.4.8 i)), ist mach (2.4.10) 

(Oz(W), OF(W)) = (Oy(V), OF(V)) topologisch von endlichem Typ. Ebenso er- 

halten wir, da’ (Oy(Vi),Of(Ui)) > (Ox(U), OF(U)) topologisch von endlichem 

Typ ist. Nach (2.4.14 ii) ist dann (Oy(V), OF(V)) + (Ox(U), OX(U)) topologisch 

von endlichem Typ. Wieder mit (2.4.10) erhalten wir, da®B (Oz(W), oz) sae 

(Ox(U), OF(U)) topologisch von endlichem Typ ist.
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Satz 3.3.23. Ist f:X -— Y ein Morphismus zwischen affinoiden analytischen 

Raumen, der lokal von endlichem Typ ist, so ist (Oy(Y),O$(Y)) — 

(Ox(X), OF(X)) topologisch von endlichem Typ. 

Einen Beweis von (3.3.23) geben wir in (3.8). 

Beispiel 3.3.24. (Zur geometrischen Motivation dieses Beispiels siehe (3.9.15 iv)). 

Fur jeden noetherschen Ring B bezeichnet B((T)) den Laurentreihenring in einer 

Variablen tiber B, also B((T)) = Bl[T]}r = {XD bnT™ | bn © B fiir jedes n € Z 
neZ@ 

und es gibt ein m € Z mit b, = 0 fir n < m}. Fir ein p = 5>d,7" € B((T)) 

sei deg(p):= min{n € Z | bn # 0} der Grad von p (fir 0 € B((T)) setzen wir 

deg(0) = 00). In diesem Beispiel versehen wir einen Laurentreihenring B((T')) immer 

mit der Gruppentopologie, so daB die Mengen {p € B((T)) | deg(p) = n},n EN, ein 

Fundamentalsystem von Nullumgebungen bilden. Damit ist B((T)) ein volistandiger 

Tate-Ring mit Definitionstupel (B[[T]],T). Da B[[T]] noethersch und somit B((T)) 

strikt noethersch ist, haben wir einen analytischen Raum Y zu dem affinoiden Ring 

(B((T)), Bl[T]|¢). Fir jedes 6 € B ist der offene Teilraum {y € Y | vy(1) > vy(d)} 

von Y der analytische Raum zu dem affinoiden Ring (B;((T)), B,|[T]]°). 

Wir fixieren einen noetherschen Ring A. Seien A[S] der Polynomring in einer Va- 

riablen uber A und Y der analytische Raum zu dem affinoiden Ring (A[S]((T)), 

A[S][[T]]*). Wie eben erwahnt, ist der offene Teilraum V:= {y € Y | vy(1) > vy(S)} 

von Y der analytische Raum zu dem affinoiden Ring 

D: = (A[S,$~1((T)), A[S, STII). 

“* Wir betrachten den stetigen A-Algebrenhomomorphismus 

gp: ALS, S—((T)) — Al[S, S—"](P)) 
mit g(S)=S-! und y(T)=S7'T. 

y ist ein Homéomorphismus mit y(A[S, S-!][[T]]) = A[S, S—1][[Z]]. Deshalb definiert 

y einen Isomorphismus affinoider Ringe 

~:D — D. 

Sei g: VV — V der von # induzierte Isomorphismus analytischer Raume. Sei X der 

analytische Raum, der dadurch entsteht, dai man zwei Kopien von Y langs des
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Automorphismus g von V miteinander verklebt. Wir haben also offene Teilmengen U; 

und U2 von X, die X tiberdecken, und Isomorphismen fj: Y — U; und fo: Y — Ua, 

so da8 f1(V) = fo(V) = U1 NU2 und fy! (fi |V) = 9. 

Mittels fo identifizieren wir Ox(Uz) mit Oy(Y) = A[S]((T)). Dann gilt 

(1) Die Restriktionsabbildung 0: Ox(X) — Ox(U2) ist injektiv und das Bild von o 

ist der Ring £:= { 35 an(S)T* € A[S]((T)) | deggan(S) < —n fiir jedes n € Z}. 
neZ 

Dabei bezeichnet deg, den tiblichen Grad eines Polynoms aus A[S] (fir 0 € A[S] 

setzen wir deg) = —oo). 

Beweis: Da die Restriktion r:Oy(Y) = A[S]((T)) — A[S,S—](T)) = Oy(V) 

injektiv ist, ist o injektiv. Ein a = )) an(S)T"® € Ox(U2) = Oy(Y) liegt genau 
néeZ 

dann im Bild von o, wenn g*(a | V) = > (an(S~!)-S-")T* im Bild von 7 liegt, d.h. 
neZ 

—degsan(S) —n > 0 fiir jedes n € Z. 

Sei W die Nullumgebung {p € A[S]((T)) | deg(p) => 1} von Ox(U2). Aus (1) folgt, 

daf unter der kanonischen Abbildung Ox(X) — Ox(Ui) x Ox(U2) nur die 0 nach 

Ox(Ui) x W abgebildet wird. Deshalb ist die Topologie auf Ox(X) die diskrete 

Topologie. 

Nach (1) gibt es ein a € Ox(X) mit a(a) = T-!.Da Ox(X) diskret ist, ist a € 

Ox(X)°. Es ist jedoch T-! ¢ Ox(U2)°. Die Restriktionsabbildung Ox(X) — 

Ox (U2) bildet also Ox(X)° nicht nach Ox(U2)° ab. 

Ox(X) ist isomorph zum Polynomring in zwei Variablen tiber A. Ist A reduziert, so 

ist O£(X) isomorph zu A. 

st
aa
n Se
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3.4. ANALYTISCHE VARIETATEN UND ANALYTISCHE RAUME 

Wir wollen in diésem Abschnitt die Beziéhiitigén zwischen deni ailalytischén Varietateti 
der rigid analytischen Geometrie und den im vorigen. Paragraphen definierten analy- 

tischen Raumen untersuchen. 

Definition 3.4.1. Sei X ein lokal spektraler topologischer Raum. Die Menge der 

indkonstruierbaren Teilmengen von X ist eine Topologie auf X ([EGA*], I.7.2.2.). Sie 

heift die konstruierbare Topologie von X. Eine Teilmenge von X heiSt c-dicht in X, 

wenn sie dicht in X beztiglich der konstruierbaren Topologie ist. 

Beispiel. 3.4.2. Sei & ein topologischer Kérper, dessen Topologie sich durch eine 

Rang 1 Bewertung definieren laft. (k ist nicht unbedingt vollstandig.) Wir betrachten 

den topologischen Polynomring A = k[X1,...,Xn]7 mit T = ({1},...,{1}). A ist 

ein strikt noetherscher Tate-Ring. Deshalb haben wir einen analytischen Raum zu 

dem affinoiden Ring (A, A°). Er heift der n-dimensionale Einheitspolyzylinder iber 

k und wird mit E” = E? bezeichnet. Sei S die boolesche Algebra von Teilmengen 

von Ef, die erzeugt wird von den Mengen {x € Ef|vz(a) > vz(b)} mit a,b € A (d.h. 

S = {QM Spa(A, A°) | Q konstruierbare Teilmenge von Spv A}). Sei X" = XP die 

Menge aller z € E?, so da® {a € A|a(z) = 0} ein maximales Ideal von A ist. Dann 

gilt 

Proposition 3.4.3. Eine Teilmenge M von Ef ist genau dann konstruierbar, wenn 

M € S und MN. Xf sowohl offen als auch abgeschlossen in der Teilraumtopologie von 

X? ist. Ist M ein Element von S, das nicht die leere Menge ist, so ist der Durchschnitt 

M 7 Xf nicht leer. Insbesondere ist X7? c-dicht in EP. 

Beweis: Nach (3.1.3) gilt 

(1) E* = Spa(A, A°) = {v € Spv(A, A)|v(a) > 0 fiir jedes a € A? 

und v(a) > 0 fiir jedes a € A°}. 

Sei a : k —» Too die Rang 1 Bewertung von k, die die Topologie von k definiert. 

Die Bewertung A —> Too, Lay X¥ ++ min{a(ay)|v € Nj} definiert die Topologie 

von A. Deshalb gilt Ace = {Sa,X” € Ala(ay) > 0 fiir jedes v € Nt} und 

‘Ae = {x ay X” € Al a(a,) > 0 fiir jedes vy € Np}. Damit erhalten wir aus (1) 

(2) En = {v € Spv(A,A)|v|k = a und v(X;) > 0 fir i =1,...,n}. 

Wir betrachten nun das Beispiel.(iii) in (1.3.14). Dort haben wir die Menge X := 

Spv (a, A) M Spv (A, A) eingeftihrt und festgestellt, da® X eine prokonstruierbare



117 

Teilmenge von Spv(A, A) ist und Max Spv (a, A) in X enthalten ist. In Spv (A, A) 

haben Wit die konstruierbare Teilmenge X; := {v € Spv(A,A)|v(X,) > 0 fir 

i = 1,...,n} und in Spv (a, A) haben wir die konstruierbare Teilmenge X2 := {ve 

Spv (a, A)| v(X;) > 0 far i= 1,...,n}. Nach (2) gilt 

(3) X" = X_M Max Spv (a, A) 

(4) X® = X; M Max Spv (a, A) 

(5) Em = Xin X 

Sei M ein Element von S mit M #4 @. Nach (2) gibt es eine konstruierbare Teilmenge 

M' von X2 mit M'N E™ = M. Aus (1.2.2) und (3) folgt MN X® =M'NX"® 49. 

Sei M eine konstruierbare Teilmenge von £”. Natiirlich ist dann M € S. Nach (4) 

und (5) und der Proposition in (1.3.14.iii) ist MO X* offen und abgeschlossen in der 

Teilraumtopologie von X™. 

Sei M ein Element von 5, so da8 MA.X™ offen und abgeschlossen in X" ist. Nach (3), 

(4) und (5) und der Proposition in (1.3.14.iii) gibt es eine konstruierbare Teilmenge 

N von £® mit NN X"® = MN X*". Sei LE = MAN die symmetrische Differenz von 

M und N. Dann ist L € S und LN X" = @. Wie schon gezeigt, folgt hieraus L = @, 

also M = N. Damit ist (3.4.3) bewiesen. 

Sei nun die Bewertung a@ von k henselsch. Die Fortsetzung von a auf eine algebraische 

Erweiterung von k& bezeichnen wir ebenfalls mit a. Ftir jedes f € A und jedes 

maximale Ideal x von A sei f(x) das Bild von f in A/z. Wir betrachten die Menge 

Max A der maximalen Ideale von A als Teilmenge von Spv A, indem wir ein sx € Max A 

mit der Bewertung von A identifizieren, die sich aus der Fortsetzung von @ auf A/x 

ergibt. Fur (3) kénnen wir dann schreiben 

(6) X" = {x € Max Ala(X;(x)) > 0 fir i =1,...,n}. 

Beispiel 3.4.4. Wir verbleiben in der Situation von (3.4.2). Sei nun aber k alge- 

‘braisch abgeschlossen und n = 1. Nach (3.4.3) und (6) ist X} = {x € kla(x) > 0} 

c-dicht in E}. Fir a,b € k mit b 4 0 setzen wir 

  B(a;b) = R (> a *) = {v € E}| v(X —a) > v(d)} 

C(a;b) = EB} \ R(x) = {v € Bl|u(X — a) > v(b)} 

Die B(a; b) heifen die offenen Kreise von Ej und die C(a; b) heifen die abgeschlossenen 

Kreise von E}. Es ist Ej ein offener und abgeschlossener Kreis von E}. Die Aussagen
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(1.2.4) — (1.2.10) gelten analog fir EZ}, wenn man die Kreise B(a;b) und C(a; 6) 

anstelle der Kreise X(a; 6) und Y(a; 6) nimmt. 

Wir fixieren ein Element yo der Wertegruppe I’ von a mit yo > 0. Auf T @Z 

wahlen wir die Gruppenanordnung, die die Anordnung von T° fortsetzt und so daB 

y¥=7y00<061 fir jedes y El mit y < y undy= 760 >041 fir jedes y ET 

mit y > yo. Wir erhalten Bewertungen z : A —> Io. und y: A —> (I. @ Z)oo, indem 

wir fir ein Polynom p = ag + a,.X +... +4nX™"™ setzen 

(p) = min{a(a;) +2- |i =0,...,n} 

y(p) = min{a(aj) +7-(0@1)/é =0,...,n}. 

z und y sind Elemente von Ej und y ist eine Spezialisierung von 2. Sei O die Garbe 

der analytischen Funktionen auf E}. Es gilt 

(7) Die kanonische Abbildung g : Oy —> Oy ist nicht surjektiv. 

Beweis: Sei bp ein Element von k mit a(bo) = 7. Es ist x € B(0;bo). Fir jede 

analytische Funktion f auf B(0; bo), die sich auf keinen groferen Kreis B(0; 5) (b € k 

" mit yo > a(6)) fortsetzen 1aBt, ist fz nicht im Bild der Abbildung g enthalten. (Solch 

ein f gibt es, da fiir jedes 6 € k* mit a(b) > 0 gilt O(B(0;b)) = se Une 

Denn: Angenommen, f; liegt doch im Bild von g. Seien U eine offene Umgebung 

von y in E} und A ein Element von O(U) mit g(hy) = faz, dh. = fy. Sei 

K = B(a;6) \ U C(aj; b;) ein offener gelochter Kreis von Ej mit y € K CU. Da 

hy; = fe und K a 'B(0; bp) zusammenhangend ist, gilt hl kM B(0; bo) = fl M BO; bo). 

Also laft sich f zu einer analytischen Funktion auf AK U B(0; 69) fortsetzen. Wir 

werden im nachfolgenden zeigen, da8 K U B(0; bo) einen Kreis B(0; 5’) mit yo > a(W’) 

enthalt. Dies ist ein Widerspruch. 

Da y € B(a;b), erhalten wir y(X — a) > y(b), d.h. a(a) > a(b) und yo > a(d). Aus 

a(a) > a(d) folgt 0 € B(a;b) und somit B(a;b) = B(0;b). Wir konnen annehmen, 

daB C(a;;6;) C B(0;bo) fir ¢ = 1,...,m und C(ai;);) Z B(0;b0) fir « = m+ 

1,...,n. Fir jedes i € {m+1,...,n} gilt dann entweder B(0;b9) C C(aj;b;) oder 

B(0; bo) N C(ai; 63) = O. Ist B(O;bo) C C(aj;6;), so ist C(ai;b;) = C(0;5;) mit 

yo > a(bj). Hieraus folgt y € C(aj;b;), was jedoch nicht moglich ist. Also ist 

B(0; bo) N C(ai; 63) = @ fur 2 = m+1,...,n. Hieraus ergibt sich yo > a(a;) fir 

t=m+1,...,n. Wir wahlen ein b’ € k mit yo > a(b’) > afb) und a(W) > a(a;) fiir 

t= m+i,...,n. Dann ist 0 ¢ C(ai;);) und aj ¢ B(0;H) fir 1 = m+ 1,..cjn, 

-woraus sich ergibt B(0;}') 1 C(aij;b;) = @ fir 1 = m + 1l,...,n. Weiterhin ist 

B(0;8') C B(0;b) = Bi(a;b). Also ist L := B(0;6') \ tai i) C K. Es ist 

B(0; Y) = LU B(0;b9) C K U B(0; bo). =I
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Lemma 3.4.5. Seien X ein lokal spektraler topologischer Raum und M eine Teil- 

menge von X. Dann gibt es genau eine prokonstruierbare Teilmenge Y von X, die 

M enthalt und in der M c-dicht ist. 

Beweis: Y ist der Durchschnitt aller prokonstruierbaren Teilmengen von X, die M 

enthalten. 

Sei A ein Tate-Ring. Dann gilt 

Cont (A)min = {v € Cont (A)|v hat Rang 1} 

(siehe Beweis von (3.3.9)). Fur jeden Ganzheitsring At von A gilt Cont(A)min G 

Spa(A, At) (nach (3.1.14 ii)), also 

Spa(A, At)min = Cont (A)min- 

Wir setzen 

Max yA = {v € Cont (A) min| supp (x) ist ein maximales Ideal von A}. 

Ist A vollstandig, so gibt es nach (3.2.5) zu jedem maximalen Ideal m von A ein 

v € Cont (A) min mit supp (v) = m, d.h. die Tragerabbildung £ : Max yA —> Max A ist 

surjektiv. Besitzt A dariberhinaus noch die Eigenschaft (T) aus (3.3), so ist £ bijektiv. 

Die Umkehrabbildung @—! gibt dann eine kanonische Injektion Max A — Cont (A). 

Die entscheidende Aussage fiir den ganzen Paragraphen ist der folgende Satz. 

Satz 3.4.6. Sei A ein vollstandiger Tate-Ring, der topologisch von endlichem Typ 

iiber einem vollstandigen topologischen Ko6rper k ist, dessen Topologie sich durch eine 

Rang 1 Bewertung definieren la8t. Dann ist Max,A c-dicht in Spa (A, A°). 

Also ist nach (3.4.5) Spa (A, A°) die eindeutig bestimmte prokonstruierbare Teilmenge 

von Cont (A), die Max yA enthalt und in der Max,A c-dicht ist. (Insbesondere ist A° 

der einzige Ganzheitsring A+ von A, so daB Max,A c-dicht in Spa(A, At) ist (nach 

(3.2.6). 
Zum Beweis von (3.4.6) benutzen wir das folgende Lemma. 

Lemma 3.4.7. Gegeben seien volistandige Tate-Ringe A und B, ein Ganzheitsring 

A+ von A und ein stetiger Ringhomomorphismus f : A —> B, so daf A integer und
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normal, B integer und f injektiv, endlich und endlich prasentiert ist. Sei B+ der klein- 

ste Ganzheitsring von B, so da8 f : (A, At) —> (B, B+) ein Ringhomomorphismus 

affinoider Ringe ist. Dann gilt: Die Abbildung Spa(f) : Spa(B, B+) —> Spa(A, At) 

ist offen und abgeschlossen und bildet konstruierbare Mengen auf konstruierbare Men- 

gen ab. 

Beweis: Sei T = {t1,...,tn} ein A-Modulerzeugendensystem von B tiber A. Indem 

wir jedes t; mit einer geeigneten Einheit von A multiplizieren, konnen wir annehmen, 

daf jedes t; ganz tiber A+ ist. Nach (2.2.13) ist die A-lineare Abbildung A" — B, 

die das Standarderzeugendensystem von A™ auf T' abbildet, eine offene Abbildung. 

_ Deshalb ist {T -U|U Nullumgebung von A} ein Fundamentalsystem von Nullumge- 

bungen von B. Sei V eine Nullumgebung von A, so daf T'- V C B°°. Dann ist B+ 

der kleinste Unterring von B, der ganz abgeschlossen in B ist und A+ UT’: V enthalt. 

Also gilt | 

(1) Bt ist der ganze Abschlu8 von At in B. 

Wir setzen X4 = {v € Spv A|v(a) > 0 fiir jedes a € A und v(a) > 0 fiir jedes 

a € At} und Xg = {v € Spv Bl v(b) > 0 fiir jedes 6 € B°° und v(b) > 0 fiir jedes 

be Bt}. Sei g die durch f induzierte Abbildung Spv B —> Spv A. Es gilt 

(2) Xp = 97"(Xa). 
Denn: Mit (1) erhalten wir g-!(X4) = {v € Spv B| v(f(a)) > 0 fir jedes a € V und 

v(f(a)) > 0 fiir jedes a € A+} = {v € Spv B| o(b) > 0 fiir jedes bE T-VU f(V) und 

v(b) > 0 fiir jedes 6 € B+} = Xp. 

Xa und Xg sind prokonstruierbare Teilmengen von SpvA und Spv B, die ab- 

geschlossen sind gegentiber Primargeneralisierungen und Primarspezialisierungen. 

Nach (3.1.3) gilt Spa(A, At) = Spv(A,A)N X4 = {v € Xal|v hat keine echte 

Primarspezialisierung} und Spa(B, B+) = Spv(B, B)N Xg = {v € Xp v hat keine 

echte Primarspezialisierung}. Damit folgt aus (2) und (1.1.20.ii) 

(3) Spa (B, B+) = g-1(Spa(A, At)) 

Seien r4 und rg die Retraktionen X4 —~> Spa(A,At), v +> vicI'y und 

Xp —> Spa(B, Bt), v + v|cI'y. Nach (1.3.10.i) sind r4 und rg spektrale Ab- 

bildungen. Sei Q eine konstruierbare Teilmenge von Spa(B, B+). Wegen Q = 

Spa (B, B+) Nr3'(Q) folgt aus (3) 

(4) — Spa(f)(Q) = Spa(A, At) 1 9(rg'(Q)) 
Da r3'(Q) eine konstruierbare Teilmenge von Xg ist, folgt aus (1.1.21) und (2) 

g\rp ist eine konstruierbare Leilmenge von A 4. 5 B (Q)) ist eine k ierbare Teilmeng XxX
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Es ist rp (Q) abgeschlossen gegentber Primargeneralisierungen und Primarspezia- 

lisierungen. Aus (1.1.20.ii und iv) folgt, da8 dann auch g(ry'(Q)) abgeschlossen 

ist gegeniiber Primargeneralisierungen und Primarspezialisierungen. Deshalb gilt 

r|(Spa(A, At) nN 9(rz'(Q))) = g(rz'(Q)). Da r, spektral ist, folgt damit aus 

(5), da8 Spa(A, At) Ng(rz'(Q)) konstruierbar in Spa(A, A+) ist. Mit (4) erhalten 

wir, da8 Spa(f)(Q) konstruierbar in Spa (A, At) ist. Damit ist gezeigt, daS Spa (f) 

konstruierbare Mengen auf konstruierbare Mengen abbildet. | 

Sei nun @ eine offene konstruierbare Teilmenge von Spa(B, Bt). Nach (3.3.11) 

und dem eben Bewiesenen ist Spa(f)(Q) eine offene konstruierbare Teilmenge von 

Spa (A, At). Deshalb ist Spa(f) eine offene Abbildung. 

Sei schlieBlich @ eine abgeschlossene Teilmenge von Spa(B, Bt). Da Spa(f) eine 

spektrale Abbildung ist, ist Spa(f)(Q) eine prokonstruierbare Teilmenge von 

Spa(A, At). Aus (1) folgt, da8 Spa(f) die Menge der Spezialisierungen eines Punk- 

tes surjektiv abbildet auf die Menge der Spezialisierungen des Bildpunktes. Deshalb 

ist Spa(f)(Q) abgeschlossen. 

Beweis von (3.4.6): Wir teilen den Beweis in drei Schritte auf. 

1. Schritt: A = k(X1,...; Xn). oo. 

(A,A°) ist die Vervollstandigung des  affinoiden Rings (B,B°) mit _ 

B = k[Xj,...,Xalr, T = ({1},..., {1}). Sei f : Spa(A, A°) —> Spa(B, Be) der 

Homéomorphismus, der durch die Inklusion B — A induziert wird. In (3.4.2) haben 

wir die Teilmenge X7? von Spa(B, B°) definiert. Es gilt 

(1) f-1(XP) S Max yA. 

Denn: Sei ein  € X? gegeben. Sei a die Rang 1 Bewertung von k, die die Topologie 

von k definiert. Sei 8 die durch x definierte Bewertung von B/supp(x). Nach 

dem Punkt (2) aus dem Beweis von (3.4.3) ist @ eine Fortsetzung von a. Wir 

versehen B/supp(x) mit der Bewertungstopologie von 6.. Dann ist die Abbildung 

B—+ B/supp (x) stetig. Nach [B,], 1.2.3 Kor. zu Prop. 3 ist sie auch offen. Deshalb 

erhalten wir durch Ubergang zu den Vervollstandigungen eine surjektive Abbildung 

A=B— (B/supp (x))*. Hieraus folgt f-1(x) € Max yA. (Es gilt sogar f-!(Xf) = 

Max A, da A/m eine endliche Erweiterung von & ist fir jedes maximale Ideal m von 

A ([BGR], 6.1.2 Cor. 3)). 

Aus (1) und (3.4.3) folgt (3.4.6). 

2. Schritt: A ist integer. . . 

Nach [BGR], 6.1.2 Cor. 2 gibt es einen injektiven und endlichen k-Algebrenhomo- 

morphismus f: B := k(X1,...,Xn) —> A. Nach [BGR], 6.1.3 Th. 1 ist f stetig.
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Wir wollen (3.4.7) auf g := Spa(f) : Spa(A,A°) —+ Spa(B, B°) anwenden. Die 

Voraussetzungen sind erfullt, denn A° ist ganz tiber B° ([BGR], 6.3.4 Prop. 1) und 

B ist normal ({BGR], 5.2.6 Th. 2). 

Sei @ eine nichtleere konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°). Dann ist g(Q) eine 

konstruierbare Teilmenge von Spa(B, B°). Nach Schritt 1 ist Max»BNg(Q) #9. Sei 

x ein Element aus Q mit g(x) € Max,B. Dann ist x € Max,ANQ. 

3. Schritt: A beliebig. 

Sei Q eine nichtleere konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°). Wir wahlen ein z € Q. 

Das Ideal supp (x) ist abgeschlossen in A. Sei g : Spa(B,B°) —> Spa(A, A°) die 

durch A —+ A/supp(x) =: B gegebene Abbildung. Nach [BGR], 6.3.4 Prop. 1 

ist B° ganz tiber A°®. Deshalb ist g-1(Q) # @. Nach Schritt 2 gibt es ein 

y € Max»BNg~1(Q). Es ist g(y) € MaxyANQ. 

Definition 3.4.8. Sei A ein affinoider Ring. Eine Teilmenge Q von SpaA heift 

v-konstruierbar, wenn es eine konstruierbare Teilmenge @! von SpvA gibt mit 

Q = Q' NSpaA. 

Im Gegensatz zum Begriff der Konstruierbarkeit ist der Begriff der v-Konstruier- 

barkeit kein topologischer Begriff. Zum Beispiel wird unter dem HomGdomorphismus 

Spa A —> Spa A eine v-konstruierbare Teilmenge nicht unbedingt auf eine v-konstru- 

ierbare Teilmenge abgebildet. 

Die Menge der v-konstruierbaren Teilmengen von Spa A ist eine boolesche Algebra. 

Jede konstruierbare Teilmenge von SpaA ist v-konstruierbar. Natirlich ist eine v- 

konstruierbare Teilmenge von Spa A im allgemeinen nicht konstruierbar und (deshalb) 

im allgemeinen auch nicht indkonstruierbar. Es gilt jedoch 

Lemma 3.4.9. Seien A ein affinoider Ring und Q eine v-konstruierbare Teilmenge 

von Spa A. Dann gibt es eine Familie (J;|j € J) von Idealen von A und zu jedem 

j € J eine konstruierbare Teilmenge Q; von Spa A/J;, so dah 

2 =U ai(Q;), 
jet 

wobei gj die kanonische Abbildung Spa A/I; —> Spa A ist. 

Beweis: Wir kénnen annehmen, da Q von der Form ist {v € SpaAlv(fi) > 

v(hi),...,0(fn) > v(hn), v(ri) > v(s1),...,0(rm) > v(8m)}, wobei die fj, hi, ri, 

s; Elemente von A sind. Sei ein w € Q gegeben. Wir zeigen, da es ein Ideal J von
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A und eine konstruierbare Teilmenge P von Spa A/I gibt mit w € g(P) C Q, wobei 

g die Abbildung Spa A/J —> Spa A ist. 

. Wir kénnen annehmen, dai w(h;) # oo fir i = 1,...,k und w(hj) = oo fir i = 

k+1,...,n. Zu jedem i € {1,...,k} wahlen wir eine endliche Teilmenge F; von A, 

so daf f; € F;, w(f) > w(h;) fir jedes f € F; und F;- A offen in A ist. Zu jedem 

2 € {1,...,m} wahlen wir eine endliche Teilmenge R; von A, so daf r; € Rj, w(r) > 

w(s;) fiir jedes r € R; und R; - A offen in A ist. Sei I das fktis---> fn, Akgi,-.-, hn 

meee Ideal von A. Mit — bezeichnen wir die Abbildung A —+ A/I. Wir setzen 

= {v € SpaA/I|v(f) > v(hi) # 00 fiir jedes f € Fj} fir i = 1,...,k und 

A = {v € Spa A/I|v(7) > v(3;) fiir jedes r € R;} fiir jedes i = 1,...,m. Die D,; sind 

rationale Teilmengen von Spa A/J und damit konstruierbare Teilmengen von Spa A/I. 

Nach dem nachfolgenden Lemma sin sind auch die M; konstruierbare Teilmengen von 

Spa A/I. Deshalb ist P:= (] L:N Q M; eine konstruierbare Teilmenge von Spa A/T. 

Es gilt w € g(P) CQ. =I ‘=I 

Lemma 3.4.10. Seien A ein affinoider Ring und fo,..., fn Elemente von A, so da8 

das Ideal (fo,...,fn) von A offen ist. Fir jedes i € {1,...,n} sei L; die Menge 

{v € Spa Al|v(fi;) = v( fo) # co} oder die Menge {v € Spa Alv(fi) > v(fo)}. Dann 
1) 

ist [) L; eine konstruierbare Teilmenge von Spa A. 
t=1 

Beweis: Sei I ein endlich erzeugtes Ideal von A mit V(I) = {p € Spec Alp 

ist offen }. Fiir jedes i € {1,...,n} sei M; die Menge {v € Spv Alu(fi) = v(fo) # co} 

oder die Menge {v € Spv Ajv(fi) > v(fo)}. Man rechnet leicht nach, daf jedes 

M; abgeschlossen ist gegentiber Primargeneralisierungen in Spv A. Der Durchschnitt 
n 

() M; ist abgeschlossen gegeniiber [-zulassigen Spezialisierungen in Spv A. Denn: 
t=1 

Sei ein v € 0 M; gegeben. Sei w eine [-zulassige Spezialisierung von v. Zu zeigen 

ist w € oO Mi. Ist v(I) = {oo}, so ist v = w. Sei nun v(Z) # {oo}. Da w eine 

Primérspezialisierung von v ist, sieht man leicht, da8 w € q M;, wenn man voraus- 
i=] 

setzt, daB w(fp) # co. Angenommen, es sei w(fo) = co. Wegen v( fj) > v(fo) fir 

i= 1,...,n ist dann w(f;) = 00 fir: =0,...,n. Da (fo,..., fn) offen ist und somit 

(fo,---)fn), erhalten wir w(J) = oo. Widerspruch. 

~ ~ nr 

Sei r die Retraktion Spv A —> Spv(A,J), v -> cP,(J). Da () Mj abgeschlos- at 

sen gegentber /-zuldssigen Generalisierungen und [-zulassigen Spezialisierungen ist, 

gilt () M; = r71(Spv(A,1) 0 () Mj). Nach (1.3.10) ist r spektral. Deshalb ist
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Spv (A, I) N a M; eirie konstruierbare Teilmenge von Spv (A, I ). Da SpaA eine pro- 

konstruierbare "Teilitiénge von Spv (A, £) ist (nach (3. 1.3. )), ist a L; eine konstruier- 

bare Teilmenge von Spa A. 

Bemerkung 3.4.11. i) Sei A ein tatescher affinoider Ring. Wie wir gleich sehen wer- 

den, ist das Innere einer konstruierbaren Teilmenge von Spa A von gewissem Interesse. 

Wir wollen deshalb fiir die in (3.4.10) angegebenen konstruierbaren Teilmengen das 

Innere bestimmen. Seien also fo,..., fn Elemente von A mit A = (fo,..., fn). Fir 

jedes 7 € {1,...,n} sei L; die Menge. {v € Spa Al v(fi) > v(fo) # co} oder die Menge 

{v € Spa Al v(fi) > v(fo)}. Wir setzen L = A L;. Sei s eine topologisch nilpotente 

Einheit von A. Fiir jedes m € N und jedes i € hy. .,n} setzen wir L;(m) = {Spa A | 

v(sf™) > v(s fi") £ co} oder Li(m) = {ve Spa A | v( fi") > v(sf%") # oo}, je nach- 

dem ob L; = {v € SpaAlv(fj) > v(fo) # 00} oder Lj = {v € Spa Al v(fi) > v(fo)}. 

Fur jedes m € N definieren wir L(m) = A L,(m). Dann ist L(m) eine rationale 1 

Teilmenge von Spa A fiir jedes m EN. Es gilt Z(1) C L(2) € L(3) C... C L. Mit 

int (L) bezeichnen wir das Innere von L. Es gilt 

Beweis: Sei ein w € int(L) gegeben. Zu zeigen ist, daf es ein m € N gibt mit 

w € L(m). Wir nehmen an, da L; = {v € Spa Alv(fi) > v(fo)} fir ¢ = 1,...,2 

und Li = {v € SpaAlv(fi) > v(fo) # co} fir i = £+41,...,n. Sei H die grofte 

konvexe Untergruppe von Ty mit w(s) ¢ H. Dann ist die Bewertung w/H von A 

eine Generalisierung von w in SpaA und somit w/H € L. Deshalb gilt fiir jedes 

i € {1,...,2} : w(fo) 4 co und w( fi) — w(fo) > H. Fir ein gentigend grofes m € N 

gilt dann: w(fo) # 00 und m- (w(fi) — w(fo)) > w(s) fiir jedes i € {1,..., 2}. Wir 
n 

ethalten w € L;(m) fir 2 =1,...,€ und somit w € A Lim) () Li = Lim). 
t=] w=f+1 

ii) Seien f: A —+ Bein stetiger Ringhomomorphismus tatescher affinoider Rin ge und 

g : SpaB — SpaA die durch f induzierte Abbildung. Seien L und M Teilmengen 

von Spa A und Spa B. Es sei L konstruierbar und g(M) C L. Mit int (L) und int (M) 

bezeichnen wir das Innere von M und L. Dann gilt 

g(int (M)) C int (L). 

Beweis: Sei ein x € int (M) gegeben. Sei T’ die Menge der Generalisierungen von x in 

Spa B und sei S die Menge der Generalisierungen von g(x) in Spa A. Es gilt 9(T) = S
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(siehe Beweis von (3.3.11)). Da T C M und g(M) C L, erhalten wir S C L. Hieraus 

folgt g(x) € int (L). 

Ist A ein Tate-Ring, der topologisch von endlichem Typ iiber einem vollstandigen 

Rang 1 bewerteten K6rper ist, so gilt (A, A°)/I = (A/I, (A/I)°) fiir jedes Ideal J von 

A ([BGR], 6.3.4 Prop. 1). Deshalb folgt aus (3.4. 6) und (3.4.9). 

Korollar 3.4.12. Sei A ein vollstandiger Tate-Ring, der topologisch von endlichem 

Typ tiber einem vollstandigen Rang 1 bewerteten Kérper ist. Dann ist QQ) Max yA # 0 

fir jede nichtleere v-konstruierbare Teilmenge Q von Spa(A, A°). 

Wir verbleiben in der Situation von (3.4.12). Ist @ eine konstruierbare Teilmenge 

von Spa (A, A°), so ist QM Max yA offen und abgeschlossen in der Teilraumtopologie 

von Max yA (,da MaxyA € Spa(A, A°)min). Proposition (3.4.3) fihrt zur folgenden 

Frage: Ist eine v-konstruierbare Teilmenge Q von Spa(A, A°) mit der Eigenschaft, 

daB QM Max yA offen und abgeschlossen in der Teilraumtopologie von Max ,A ist, 

konstruierbar? 

Wir wollen nun die Beziehung zwischen den analytischen Varietaten der rigid analy- 

tischen Geometrie und den hier definierten analytischen Raumen untersuchen. Dabei 

beziehen wir uns auf die in [BGR], 9.3.1 angegebene Definition einer analytischen 

Varietat. 

Wir fixieren einen vollstandigen topologischen K6érper k, dessen Topologie sich 

durch eine Rang 1 Bewertung definieren la8t. Mit A bezeichnen wir die Katego- 

rie der vollstandigen Tate-Ringe, die topologisch von endlichem Typ tber k sind; 

die Morphismen sind die k-Algebrenhomomorphismen. Nach [BGR], 6.1.3 Th. 1 

sind die Morphismen in A stetige Abbildungen. Ist f : A —> B ein Morphismus 

in A, so bezeichnet Spa(f) die durch (A, A°) —> (B, B®) induzierte Abbildung 

Spa (B, B°) ——> Spa(A, A°). Unter Spa(f) wird Max,B nach Max,A abgebildet 

([BGR], 6.1.2 Cor. 3). Die Restriktion Max,B —+ MaxyA von Spa(f) wird mit 

Max (f) bezeichnet. 

Bemerkung 3.4.13. Sei A ein Objekt aus A. Sei X der analytische Raum zu 

dem affinoiden Ring (A, A°), mit Strukturgarbe O. Sei U eine rationale Teilmenge 

von X. Wir wissen, da der Ringhomomorphismus affinoider Ringe (A, A°) —> 

(O(U),O+(U)) einen Isomorphismus zwischen dem analytischen Raum zu 

(O(U),O+(U)) und dem offenen Teilraum U von X induziert. Nach (2.4.8.1) ist
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| (A, A°) — (O(U), O+(U)) topologisch von endlichem Typ. Deshalb-ist O(U) ein 

Objekt von A und gilt nach (2.4.15) O+(U) = O(U)». 

Sei A ein Objekt von A. Mittels der bijektiven Tragerabbildung Max,A —> Max A 

identifizieren wir Max A mit Max,A. Die Teilraumtopologie von Spa(A, A°) auf 

Max A stimmt tiberein mit der in der rigid analytischen Geometrie betrachteten To- 

pologie auf Max A. Fir. jede offene Teilmenge U von MaxA sei t(U) die groBte 

offene Teilmenge von Spa(A, A°) mit U = t(U)M MaxA. Es ist ¢(U) die Vereini- 

gung aller rationalen Teilmengen V von Spa(A, A°) mit VM MaxA C U. Es gilt 

t(Ui) © t(U2), wenn U; C U2, und t(U; N U2) = t(U1) Nt(U2), aber im allgemeinen 

gilt nicht ¢(U; UU2) = t(U1) Ut(U2). Aus (3.4.12) folgt 

Beispiel 3.4.14. Ist V eine v-konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°), so da8 

V 2 Max A offen in Max A ist, so ist (VM Max A) das Innere von V. 

Durch V +> VM MaxA erhalt man eine Bijektion von der Menge der rationalen 

Teilmengen von Spa(A,A°) auf die Menge der rationalen Teilmengen von Max A. 

Die Umkehrabbildung ist U + t(U). 

Zulassige offene Mengen und zulassige Uberdeckungen beziehen sich im folgenden auf 

die starke Grothendiecktopologie von Max A ([BGR], 9.1.4). 

Nach einem Satz von Gerritzen und Grauert besitzt jede zulassige offene Teilmenge 

von Max A eine zulassige Uberdeckung durch rationale Teilmengen von Max A 

({[BGR], 7.3.5 Cor. 3). 

Lemma 3.4.15. i) Eine offene Teilmenge U von Max A ist genau dann zulassig, wenn 

sie die folgenden aquivalenten Bedingungen erfillt: 

a) Fir jeden Morphismus f : A — B in A gilt 

Spa(f)-1(¢(U)) = t(Max (f)~1(U)). 
b) Fiir jeden Morphismus f : A —> B in A mit im (Max (f)) Cc U gilt 

im (Spa(f)) € ¢(U). 

ii) Sind U eine zulassige offene Teilmenge von Max A und (U;|z% € I) eine Familie 

zulassiger offener Teilmengen von Max A, so ist (Ui|z € /) genau dann eine aulassige 

Uberdeckung von U, wenn gilt t((U) = LJ t(U;). 
vel 

Beweis: i) (b) ist eine Abschwachung von (a). Mit (3.4.13) folgt (a) aus (b). 

Sei U eine zulassige offene Teilmenge von Max A. Wir zeigen, da8 (b) gilt. Dazu 

wahlen wir eine Familie (V;|? € J) von rationalen Teilmengen von Spa(A, A°), so
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da& (V;M Max Ali € I) eine zulassige Uberdeckung von U ist. Sei f : A —> B ein 

Morphismus in A mit im (Max(f)) C U. Da (Max (f)-!(ViM Max A)|i € J) eine 

zulassige Uberdeckung von Max B ist, gibt es eine endliche Teilmenge J von I mit 

Max B= J Max(f)—1(V;N Max A) = Spa(f)-} (U V;) N Max B. Nach (3.4.6) gilt 
ied 

Spa(f)-1(U Vi) = Spa(B, B®), also im (Spa (f)) C U Vic uU). 
ted ES 

Sei nun U eine offene Teilmenge von Max A, die (b) erfiillt. Wir zeigen, daB U 

zulassig ist. Sei (V;|i € J) die Familie aller rationalen Teilmengen von Spa (A, A°) mit 

Vi; Max A CU. Sei f : A—> B ein Morphismus in A mit im (Max (f)) CU. Nach 

Voraussetzung ist dann im (Spa(f)) C ¢(U) = U Vj. Da Spa(B, B°) quasikompakt 
rel 

ist, gibt es eine endliche Teilmenge J von J mit Spa(B, B°) = LU Spa(f)-1(V;). Also 
EJ 

gilt Max B = (J Max(f)-!(ViN Max A). Nach [BGR], 9.1.4 Prop. 2 folgt hieraus, 
red 

da8 U zulassig ist. 

ii) Seien U eine zulassige offene Teilmenge von MaxA und (U;|i € J) eine Fa- 

milie zulassiger offener Teilmengen von MaxA. Zunachst nehmen wir an, daf 

(U;|i € 1) eine zulassige Uberdeckung von U ist und zeigen t(U) = (J t(U;). Sei 
1¢! 

V eine rationale Teilmenge von Spa(A,A°) mit VN MaxA C U. Zu zeigen ist 

V CC Ut). Nach (3.4.13) gibt es einen Morphismus f : A — B in A mit 
1el 

im (Spa(f)) = V. Es ist (Max(f)-!(U;)|¢ € I) eine zulassige Uberdeckung von 

Max B. Deshalb gibt es rationale Teilmengen Wi,...,Wn von Spa(B, B°), so dab 

Max B = Um AM Max B) und es zu jedemi € {1,...,n} ein k(z) € J gibt mit 

Win Max B © Max(f)~!(Uxay)- Die zweite Bedingung besagt, dag 

W; © t(Max (f)-!(Uyiy). Aus der ersten Bedingung und (3.4.6) folgt Spa (B, B°) = 

U W;. Also gilt Spa(B, B°) = Us (Max (f)-1 (Ugg). Da jedes U; eine zulassige 

offene Teilmenge von Max A ist, elt nach dem Punkt (b) in (i) Spa(B,B°) = 

Spa(f)7} (U t(Ux(:))). Damit erhalten wir V = im (Spa(f)) U t(U;). 

Nun setzen wir voraus, da8 1(U) = LJ t(Uj), und zeigen, da® (U;|7 € I) eine zulassige 
1e] 

Uberdeckung von U ist. Sei f : A —+ B ein Morphismus in A mit im (Max (f)) € U. 

Nach (i) und der  Voraussetzung ¢(U) Utui) — gilt 
1€l 

Spa (B, B°) = Ut(Max(f)-1(Ui)). Da Spa(B, B°) quasikompakt ist, gibt es ra- 
1el n 

tionale Teilmengen Wj,..., Wn» von Spa(B, B°), so daB Spa(B, B°) = J W, und es 
1=1 

gu jedem i € {1,...,n} ein k(t) € I gibt mit W; C t(Max(f)-1(Uq)). Dann gilt 

ll
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Max B= U (win Max B) wiid Wi 1 Max BOC Max (f)- 1(Ujqy). Hieraus folgt nach 

[BGR] 9. L 4 ‘Prop. 2, daB (U;|z € I) eine zulassige Uberdeckung von U ist. 

Beispiel: 3.4.16. i) Sei V eine konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°) oder eine 

offene v-konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°). Dann ist VM Max A eine zulassige 

offene Teilmenge von Max A. 

Denn: VM MaxA ist offen in MaxA. Sei f:A — B ein Morphismus in A mit 

im(Max(f)) CVn Max A. Nach (3.4.15 i) ist zu zeigen 

(1) im (Spa(f)) t(V MN Max A). | 

Da MaxB G Spa(f)-1(V), folgt aus (3.4.12) Spa(B,B°) = Spa(f)-1(V), d.h. 

im(Spa(f)) CV. Ist V offen in Spa(A, A°), so ist V C 4(1VN Max A) und (1) 

ist erfullt. Sei nun V eine konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°). Nach (3.4.11.ii) 

gilt im(Spa(f)) ¢ int(V) C t(V N Max A) und damit ist (1) gezeigt. 

ii) Seien ZL C Spa(A,A°) und L(m) € Spa(A, A°) wie in (3.4.11 i). Nach (i) 

ist LM Max A eine zulassige offene Teilmenge von Max A. Aus (3.4.11 i), (3.4.14) 

und (3.4.15 ii) folgt, daB (L(m) M Max A | m € N) eine zulassige Uberdeckung von 

LN Max A ist. . 

iii) Max A ist zusammenhangend (in der Grothendiecktopologie) genau dann, wenn 

Spa (A, A°) zusammenhangend ist. Speziell gilt 

iv) Wir nehmen an, da8 Spa (A, A°) zusammenhangend ist. Sei Spa(A, A°) = Wi Ve 

eine Zerlegung von Spa(A, A°) in zwei nichtleere konstruierbare Teilmengen. Wir 

setzen Uy := Vi N Max A und U2 := V2 Max A. Nach (i) sind U; und U2 zulassige 

offene Teilmengen von Max A. Natiirlich ist Max A =U; UU2. Aber {U;, U2} ist 

keine zulassige Uberdeckung von Max A. 

Satz 3.4.17. Es gibt einen kanonischen Funktor r von der Kategorie der analytischen 

Varietaten tiber Spk in die Kategorie der analytischen Raume tiber Spa(k, k°), der 

durch folgende Eigenschaften eindeutig bestimmt ist (bis auf Isomorphie): 

(a) Ist X die analytische Varietat zu einem Ring A € A, so ist r(X) der analytische 

Raum zu dem affinoiden Ring (A, A°). Sind X,Y die analytischen Varietaten zu 

Ringen A,B € A und f : X —> Y der Morphismus zu einem Ringhomomor- 

phismus g : B —> A aus A, so ist r(f): r(X) —> r(Y) der Morphismus zu dem 

Ringhomomorphismus g : (B, B°) — (A, A°). 

(b) r.ist treu. 

(c) Ist f : X -—+ Y eine offene Einbettung analytischer Varietaten, so ist 

r(f):r{(X) — r(Y) eine offene Einbettung.
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(d) Ist (U;|¢ € I) eine zulassige Uberdeckung einer analytischen Varietat X, so ist 

(#(Ui)|i € I) eine Uberdeckung von r(X) (dabei betrachten wir r(U;) als offene 

Teilmenge von r(X) gemaé8 (c)). 

Beweis: i) Zunachst zeigen wir die Existenz eines solchen Funktors r. Im folgenden 

werden analytische Varietaten bzw. analytische Raume meistens nur durch ihre zu- 

grundeliegenden topologischen Raume angegeben. Seien U und V zulassige offene 

Teilmengen von affinoiden analytischen Varietaéten Sp A und Sp B. ‘Wir versehen U 

und V mit der Teilraumstruktur von SpA und SpB und ¢(U) und t(V) mit der 

Teilraumstruktur von Spa (A, A°) und Spa(B, B°). Dann gibt es eine kanonische Ab- 

bildung s : Hom(U,V) —> Hom (é(U),#(V)), die man folgendermafen konstruieren 

kann. Sei ein Morphismus f : U —+ V gegeben. Sei M die Menge aller rationalen 

Teilmengen W von Sp A, so da8 W C U und es eine rationale Teilmenge S von SpB 

gibt mit f(W) C S C V. Wir konstruieren dann zu jedem W € M einen Morphis- 

mus fw : ((W) —> t(V), so da® fw,|t(Wi) = fw,, wenn W; C W2. Da M eine 

zulassige Uberdeckung von U ist, definieren nach (3.4.15.ii) die fy einen Morphismus 

s(f):«(U) —> «(V). Zur Konstruktion von fy. Seien O4 und Og die Strukturgar- 

ben von Sp A und Sp B und seien O!, und Op die Strukturgarben von Spa (A, A°) und 

Spa (B, B°). Wir wahlen eine rationale Teilmenge S von Sp B mit f(W) CS CV. 

Es gilt O4(W) = O',(4(W)) und Op(S) = O'(t(S)). Deshalb gilt nach (3.4.13) 

i(W) = Spa (O4(W),O4(W)°) und ¢(S) = Spa (Op(S), Op(S)°). Der Morphis- 

mus f gibt eine Abbildung f* : Op(S) —+ O4(W). Sei ffy der Morphismus 

t(W) —> t(S), der durch den Ringhomomorphismus f* : (Og(S),Op(S)°) 

—+ (O4(W),O4(W)°) gegeben wird. Wir definieren fy als die Komposition 

von fy und der offenen Einbettung t(S) —>+ t(V). Damit ist die Abbildung 

s : Hom (U,V) —+ Hom (¢(U),t(V)) konstruiert. 

Um zu einer analytischen Varietat X den zugehorigen analytischen Raum r(X) zu de- 

finieren, betrachten wir ein Klebedatum ((SpAil[i € J),(Uylt3 € J), 

(yijlt,7 € I)) von X. Der Raum r(X) ist definiert als der analytische Raum zu 

dem Klebedatum ((Spa(A;, A9)|¢ € 1), (Viz) 4,7 € D), (s(yiz) 4,3 € D)). 

Es ist klar, wie der Funktor r auf den Morphismen zu definieren ist, damit 

(a) --- (d) gelten. 

ii) Sei ro ein Funktor von der Kategorie der analytischen Varietaten iiber Spk 

in die Kategorie der analytischen Raume iiber Spa(k,k°), der die Eigenschaften 

(a) — (d) besitzt. Wir zeigen, da8 ro mit dem in (i) konstruierten Funktor r 

ubereinstiinmt. Seien U und V offene Teilraume von affinoiden analytischen Va- 

rietaten Sp A und Sp B. Aus (a), (c), (d) und (3.4.13) folgt, da8 ro(U) und ro(V)
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die offenen Teilraume ¢(U) und t(V) von Spa(A, A°) und Spa(B, B°) sind und da8 

die Abbildung Hom (U,V) —+ Hom (¢(U),t(V)), f +> ro(f) die Abbildung s aus 

(i) ist. Sei X eine analytische Varietat iber k. DaB ro(X) mit dem Raum r(X) 

ubereinstimmt, folgt nun aus 

(1) Seien X; und X¢ offene affinoide Untervarietaten von X. Wir betrachten ro(X1), 

ro(X2) und ro(X1.X2) als offene Teilmengen von ro(X). Dann gilt ro(X1N.X) = 

ro(X1) N ro(X2). 

Begriindung von (1): Natiirlich gilt ro(X1 M X2) € ro(X1) MN ro(X2). Angenommen, 

es sei ro(X1 MN X2) g ro(X1) N ro(X2). Wir wablen ein x € ro(X1) N ro(X2) mit 

z & ro(X1 ON Xe). Nach (3.4.13) gibt es eine affinoide analytische Varietat Y und 

einen Morphismus f; : ¥ —> X, mit « € im (ro(f1)) © ro(X1) N ro(Xo2). Sei 

fo : Y —» Xo der Morphismus, so da8 ro(gi) o ro(fi) = ro(g2) ° ro(f2), wobei gi 

und g2 die Einbettungen X; —> X und Xz —~> X sind. Da ro treu ist, erhalten wir 

91° f; = 92° fg. Hieraus ergibt sich, daB f; tiber einen Morphismus f : Y —> Xi NX 

faktorisiert. Da x € im (ro(f1)), folgt x € ro(X1 0 Xz). Widerspruch. Damit ist (1) 

gezeigt und der Beweis von (3.4.17) beendet. 

Aus der Konstruktion von r erhalten wir 

Korollar 3.4.18. Der Funktor r ist volltreu. 

Definition 3.4.19. Ein analytischer Raum X iiber Spa (k, k°) hei8t geometrisch ber 

k, wenn es eine analytische Varietat Y tiber Sp & gibt, so daB X Spa(k, k°)-isomorph 

zu r(Y) ist. Eine analytischer Raum X heift geometrisch, wenn es einen vollstandigen 

Rang 1 bewerteten Korper k und einen Morphismus X — Spa(k, k°) gibt, so da X 

geometrisch uber k ist. 

Sei A ein Objekt von A. Sei M die Menge {t(U)|U zulassige offene Teilmenge von 

Max A}. Zum Beispiel ist jede offene v-konstruierbare Teilmenge von Spa (A, A°) oder 

das Innere einer jeden konstruierbaren Teilmenge von Spa (A, A°) ein Element von M 

(nach (3.4.14) und (3.4.16.i)). Aber im allgemeinen ist nicht jede offene Teilmenge 

von Spa (A, A°) ein Element von M. (Beispiel: Ist s ein abgeschlossener Punkt von 

Spa (A, A°) mit s ¢ Max A, so ist Spa(A, A°) \ {s} kein Element von M). Vermutlich 

gibt es keine gute Charakterisierung fiir die Elemente von M und dem entsprechend 

auch keine gute Beschreibung fiir das Bild des Funktors r. 

Nach (3.4.15.ii) ist eine zulassige offene Teilmenge U von Max A genau dann quasi- 

kompakt (in der starken Grothendiecktopologie von Max A), wenn t(U) quasikompakt
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ist. Jede offene quasikompakte Teilmenge von Spa (A, A°) ist ein Element von M. Mit 

(2.4.15) erhalten wir 

Korollar 3.4.20. Der Funktor r gibt per Restriktion eine Aquivalenz zwischen der 

Kategorie der quasisepariert analytischen Varietaten tiber Sp k und der Kategorie der 

quasisepariert analytischen Raume lokal von endlichem Typ tiber Spa (k, k°). 

Sei X eine analytische Varietat tiber k. Nach Konstruktion des Funktors r kann 

man X kanonisch als Teilmenge von r(X) auffassen. X liegt c-dicht in r(X). Die 

Teilraumtopologie von r(X) auf X ist die gegebene Topologie von X. Fir eine 

zulassige offene Teilmenge U von X sei wieder t(U) die gré8te offene Teilmenge von 

r(X) mit U = t(U)N X. Betrachten wir r(U) als offenen Teilraum von r(X), so 

gilt r(U) = t(U). Sind U eine zulassige offene Teilmenge von X und (U;|i € I) 

eine Familie zulassiger offener Teilmengen von X, so ist (U;|z € I) genau dann eine 

zulassige Uberdeckung von U, wenn t(U) = LJ ¢(Ui). 
tel 

Die Kategorie der Garben auf X ist kanonisch aquivalent zu der Kategorie der 

Garben auf r(X). Ist namlich F eine Garbe auf r(X), so erhalt man durch 

U + F(t(U)) eine Garbe auf X. Ist umgekehrt F eine Garbe auf X, so erhalt 

man durch V +— lim F(U) (das projektive System erstreckt sich tiber alle zulassigen 
U 

offenen Teilmengen U von X mit t(U) C V) eine Garbe auf r(X). Diese beiden 

Funktoren sind zueinander quasiinvers ([EGA*], 0.3.2). 

Unter der Korrespondenz zwischen den Garben auf X und r(X) entsprechen einander 

die Strukturgarben. Ist O die Strukturgarbe auf r(X), so gilt X = {x € r(X)| der 

Residuenkérper Oz/mg ist endlich tiber k}. Nach (3.3.7) haben wir eine Garbe 0° 

auf r(X). Aus (3.4.13) (oder auch aus (3.4.23)) folgt O° = OF. 

Aus (3.4.18), (3.4.20), (3.4.21) und (3.4.22) folgt: Ist X quasisepariert, so gibt U H 

"¢(U) eine Bijektion von der Menge der offenen affinoiden Teilmengen von X auf die 

Menge der offenen affinoiden Teilmengen von r(X). 

Proposition 3.4.21. Sei X eine analytische Varietat tiber k. Ist r(X) ein affinoider 

analytischer Raum, so ist X eine affinoide analytische Varietat tiber k. 

Beweis: Seien f: X —> Spk der Strukturmorphismus und O die Strukturgarbe von 

r(X). Der Morphismus r(f) : r(X) —> Spa(k, k°) ist lokal von endlichem Typ. Aus 

(3.3.23) folgt, da8 (O(X),O+(X)) topologisch von endlichem Typ iiber (k, k°) ist. 
Nach (2.4.15) gilt O+(X) = O(X)°. Da r(X) affinoid ist, ist r(X) uber Spa(k, k°)
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isomorph zu Spa (O(X), O+(X)) = r(SpO(X)). Nach (3.4.18) ist X isomorph zu 

Sp O(X). 

Lemma 3.4.22. Seien X und Y analytische Varietaten. X sei quasikompakt und Y 

sei quasisepariert. Ist f : X —+ Y ein Morphismus, so daf r(f) : r(X) — r(Y) eine 

offene Einbettung ist, so ist f eine offene Finbettung (vgl. (3.4.17 c)). 

Beweis: Wir betrachten X und Y als Teilmengen von r(X) und r(Y). Da X 

quasikompakt ist, ist U := r(f)(r(X)) eine offene quasikompakte Teilmenge von 

r(Y). Da Y quasisepariert ist, folgt hieraus, dai V := UN Y eine zulassige offene 

Teilmenge von Y ist mit ((V) = U. Sei g : X —~> V die Restriktion von f. 

Da r(g) : r(X) —> r(V) = U ein Isomorphismus ist und r volltreu ist, ist g ein 

Isomorphismus. 

Lemma 3.4.23. Sei X ein affinoider analytischer Raum. Nach (3.3.7) haben wir 

eine Garbe O° auf X. Ist Xyin c-dicht in X, so gilt O° = OF. 

Beweis: Nach (3.2.1) gilt O+ C O°. Seien U eine rationale Teilmenge von X und 

f € O(U)°. Nach (3.1.14.ii) und (3.3.9 ii) ist ve(f) > 0 fiir jedes « € Umin = UN Xmin- 

Da Xmin e-dicht in X ist, folgt vz(f) > 0 fiir jedes cx € U. Also ist f € O+(U). 

Beispiel 3.4.24. Sei X eine quasikompakte separierte analytische Varietat tber 

k, die steinsch ist (d.h. H'(X,F) = 0 fiir jedes i > 0 und jede koharente Garbe 

F auf X). Wir betrachten den analytischen Raum r(X). Sei A der topologische 

Ring O,:x) (r(X)) (= Ox(X)). A ist ein Tate-Ring, denn: Sei {U;,...,Un} eine 

Uberdeckung von r(X) durch offene affinoide Teilmengen. Als topologischer Unterring 

von Il O,(x)(Ui) hat A eine potenzbeschrankte Nullumgebung und als Algebra tber 
=1 

k hat | A eine topologisch nilpotente Einheit. 

Nach [L], 1.2 und 4.1 ist A strikt noethersch. Wir haben deshalb einen analytischen 

Raum Y zu dem affinoiden Ring (A, A°). Wie oben festgestellt, gilt Or x)= Or x) 

also speziell A° = OF (x) (r(X)). Gema8 (3.2.9.ii) definiert die Identitat (A, A°) — 

(O r(xy(r(X)), O + ws (o(X))) einen Morphismus f : r(X )—-Y. 

Nach [L], 1.3 ist die kanonische Abbildung X —~+ Max A bijektiv. Insbesondere 

ist A/m endlich tiber & fir jedes maximale Ideal m von A. Deshalb gibt die 

‘Tragerabbildung eine Bijektion von Max,A nach Max A. Wir betrachten X als Teil- 

menge von r(X). Dann gibt f einen Homéomorphismus von X nach Max,A CY. 

r(X) ist ein spektraler Raum und f ist eine spektrale Abbildung. Deshalb ist f(r(X)) 

vine prokonstruierbare Teilmenge von Y. Da f(X) = Max,A, ist f(r(X)) die
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eindeutig bestimmte prokonstruierbare Teilmenge von Y; die Max,A enthalt und 

in der Max ,A c-dicht ist. 

Aus [L], 2.2 und Cor. 1 zu Th. 1 folgen 

(1) Oy —+ fr O,,x) ist ein Isomorphismus (topologischer Garben). 

(2) Es gibt eine Uberdeckung {{ von Y durch rationale Teilmengen von Y, so daf 

f-1(U) eine offene affinoide Teilmenge von r(X) ist fiir jedes U € UU. 

Aus (1) und (2) folgt, da® fiir jedes U € & der Morphismus f : f~1(U) —+ U von 

der Art wie in (3.3.13) ist. Insbesonder erhalten wir, daB f : r(X) —> f(r(X)) ein 

Homéomorphismus ist. Es ist nun leicht zu sehen, da die folgenden Bedingungen 

aquivalent sind. 

(a) f ist ein Isomorphismus 

(b) f ist surjektiv 

(c) of — fe(OXx) ist surjektiv 

(d) OF = OF 
(e) Max,A ist c-dicht in Y 

(f) Yinin ist c-dicht in Y 

(g) X ist affinoid 

Beweis: (a) => (b): klar. (b) ==> (e): MaxyA ist c-dicht in f (r(X)). (e) ==> (f): 

klar. (f) => (d): nach (3.4.23). (d) == (c): nach (1). (c) ==> (a): fiir jedes U € U 

ist der Morphismus f : f-!1(U) —> U von der Bauart wie in (3.3.13). (g) ==> (a): 

klar. (a) ==> (g): nach (3.4.21). 

In [L], §5 wird eine quasikompakte separierte analytische Varietat X konstruiert, die 

steinsch, aber nicht affinoid ist. Der Ring A := Ox(X) ist dann ein Beispiel fur einen 

strikt noetherschen Tate-Ring, so dah 

i) Spa(A, A°)min nicht c-dicht in Spa(A, A°) ist. Insbesondere gehort A zu keiner 

der in (3.3.3) angegebenen Klassen von Ringen (nach (3.4.6) und (3.5.5)). 

ii) fir die Garbe O der analytischen Funktionen auf Y = Spa(A, A°) gilt OF ¢g O° 

(obwohl O+(Y) = O°(Y)). 

Bemerkung 3.4.25. Seien k und A wie in (3.4.6). Sei r die Retraktion Spv A —> 

Spv(A,A),v — v | cfy. Da Spa(A, A?) eine prokonstruierbare Teilmenge von 

Spv (A, A) und r spektral ist, ist K:= r-!(Spa(A, A°)) eine prokonstruierbare Teil- 

menge von Spv A. Es gilt



134 

Kk ={v e€SpvA]|v(a)>0 fiir jedes ae A° 

und v(a)>0 fir jedes ae A°}. . 

(3.4.12) besagt, da8 jeder Punkt von Spa (A, A°) ein Bertihrungspunkt von Max ,A in 

der konstruierbaren Topologie von Spv A ist, oder, aquivalent dazu, daf Spa (A, A°) in 

der prokonstruierbaren Teilmenge von Spv A, die Max,A enthalt und in der Max vA 

c-dicht ist, liegt. Genauer gilt 

(1) Max,A ist c-dicht in K. 

Kin Beweis hiervon ist in [Hu] dargestellt.
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3.5. TATE-RINGE MIT NOETHERSCHEM DEFINITIONSRING 

In diesem Abschnitt untersuchen wir einige ganz einfache Eigenschaften von Tate- 

Ringen, die einen noetherschen Definitionsring besitzen. Die Betrachtungen sind 

motiviert durch die entsprechenden Eigenschaften von Tate-Ringen, die topologisch 

von endlichem Typ tber einem vollstandigen Rang 1 bewerteten Korper sind. 

Sei A ein Tate-Ring. Wir setzen A®* = {a € A|a- A® CA}. Es gilt 

A® CAP CAS. 

A® ist der grofte Unterring von A, der A°° als Ideal enthalt. 

Wir erinnern daran, daf gilt Cont (A)min = {v € Cont (A)|v hat Rang 1}. 

Lemma 3.5.1. Fur jeden Tate-Ring A gilt 

i) A% = {a € Alv(a) > 0 fiir jedes v € Cont (A)min} = {a € A] v(a) > 0 fiir jedes 

v € Cont (A)}. 

ii) A* = {a € A] v(a) > 0 fiir jedes v € Cont (A) min}. 

Beweis: i) Die Aussage A°° C {a € Alv(a) > 0 fiir jedes v € Cont(A)} C 

{a € Alv(a) > 0 fur jedes v € Cont(A)min} ist klar. Sei nun ein a € A gegeben 

mit v(a) > 0 fir jedes v € Cont (A)min. Wir zeigen a € A°°. Sei s eine topologisch 

nilpotente Einheit von A. Es gilt 

(1) Zu jedem v € Cont (A) gibt es ein n € N mit n-v(a) > v(s). 

Denn: Angenommen, es gibt ein v € Cont (A) mit n-v(a) < v(s) fiir jedesn EN. Sei 

H die gro®te konvexe Untergruppe von [, mit v(s) ¢ H. Dann ist v/H € Cont (A) min 

und (v/H)(a) < 0. Widerspruch. 

Aus (1) und der Quasikompaktheit von Cont (A) folgt, daB es ein m € N gibt mit 

v(a™) > v(s) fir jedes v € Cont (A), dh. v(=) > 0 fir jedes v € Cont (A). Nach 

(3.2.6) gilt a € A° und somit a™ € sA° C A°%°. Hieraus folgt a € A°° (nach (2.1.7)). 

ii) Sei a ein Element von A mit v(a) > 0 fur jedes v € Cont (A)min- Nach (i) gilt 

a- Ae © A? und somit a € A*. Sei nun a ein Element von A, zu dem es ein 

w € Cont (A)min gibt mit w(a) < 0. Zu zeigen ist a ¢ A*. Sei s eine topologisch 

nilpotente Einheit von A. DaTw Rang | hat, gibt es ein n € N mit n-w(a) < —w(s), 

dh. w(a"-s) <0. Hieraus folgt a" -s ¢ A°° und somit a" ¢ A*. Da A® ein Ring ist, 

gilt a ¢ A®. 

Sei A ein Tate-Ring. Wir fixieren eine topologisch nilpotente Einheit s von A. Fur 

jedes v € Cont (A) min sei y der ordnungstreue Gruppenhomomorphismus [, —> R 
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mit Y(v(s)) = 1. Die Bewertung yy ov: A —> Reo bezeichnen wir mit vs. Sei S die 

Topologie von Roo, die von den Mengen {x € Roo| x < a}, {x € Roo| x > a} (a € R) 

erzeugt wird. 

Lemma 3.5.2. Der topologische Raum Cont (A) min ist hausdorffsch und total unzu- 

sammenhangend. Sei eina € A gegeben. Dann ist die Funktion f : Cont (A)min —> 

(Roo, S), v +> v5(a) stetig. Fir jede offene konstruierbare Teilmenge U von Cont (A) 

hat f|U AQ Cont (A)min ein Minimum und ein Maximum. 

Beweis: Fur jeden spektralen Raum ist der Teilraum der minimalen Punkte haus- 

dorffsch und total unzusammenhangend. 

Sei U die Menge {x € Roo| az > Fy, wobei p € Z\{0}, g E N. Es ist f-1(U) = 

{v € Cont (A)min| v(at) > v(s?)}. Sei ein w € f-1(U) gegeben. Wir wahlen ein 

n € N, so daB n-w(at) > (n + 1) - w(s?) oder (n + 1) - w(at) > n- w(s?), je 

nachdem ob p > 0 oder p < 0. Dann ist {v € Cont (A)min|v(a™?) > v(s("+)P)} oder 

{v € Cont (A)min| v(al"t+)2) > v(s"P)} eine Umgebung von w in Cont (A)min, die in 

f-1(U) liegt, je nachdem ob p > 0 oder p < 0. Also ist f—1(U) offen. Genauso zeigt 

man, da f-1({z € Roo|z < FY) offen ist. Damit ist gezeigt, da8-f stetig ist. 

Sei TJ die Topologie von Cont(A), die von den abgeschlossenen konstruierbaren 

Teilmengen von Cont(A) erzeugt wird. Nach (1.1.8) ist TJ eine spektrale Topo- 

logie. Cont(A)min ist die Menge der maximalen Punkte von (Cont(A),7). Fir 

jeden spektralen Raum ist die Menge der maximalen Punkte quasikompakt. Des- 

halb ist (Cont (A) min, J | Cont (A) min) quasikompakt. Die Abbildung f ist stetig 

auch beziiglich der Topologie T|Cont(A)min. Deshalb ist f(U M Cont (A)min) eine 

kompakte Teilmenge von (Roo, S) fiir jede offene konstruierbare Teilmenge U von 

Cont (A). Hieraus folgt, da8 f|U M Cont (A)min ein Minimum und ein Maximum hat. 

Fir jedes a € A setzen wir v(a) = inf{vs(a)jv € Cont (A)rmin } = 

min{v,(a)|v € Cont(A)mn}. Dadurch erhalten wir eine Abbildung v : A —>+ Roo. 

Diese Abbildung ist eine Filtration von A. 

Lemma 3.5.3. Es sind aquivalent 

i) Die durch v definierte Topologie von A stimmt tiberein mit der gegebenen Topo- 

logie von A. 

ii) A® ist beschrankt. 

iii) A° ist beschrankt. 

iv) A°° ist beschrankt.
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Beweis: Fur jedes n € Z und jedes a € A gilt v(s"-a) = n+v(a). Nach (3.5.1.ii) gilt - 

v-([0,00]) = A*. Damit erhalten wir v—1([n, 00]) = s"A® fiir jedes n € Z. Also gilt: 

Die durch vy definierte Topologie von A ist eine Tate-Topologie mit Definitionstupel 

(A®,s). Damit ist die Aquivalenz von (i) und (ii) gezeigt. Die Implikationen (ii) 

==> (iii) => (iv) sind trivial. Es ist A* C s—1A°°, Ist A°° beschrankt, so ist auch 

s~1Ae° beschrankt. Also gilt (iv) ==> (ii). 

Korollar 3.5.4. Ist A reduziert und besitzt A einen Definitionsring, der ein Nagata- 

Ring ist (in der Notation von [M]), so definiert v die Topologie von A. 

Beweis: Sei Ao ein Definitionsring von A, der ein Nagata-Ring ist. Sei B der ganze 

Abschlu8 von Ag in A. Da A reduziert ist, ist B endlich tiber Ap. Deshalb ist B 

beschrankt. Es ist A°° C B. 

Besitzt A einen Definitionsring, der ein Nagata-Ring ist, so besitzt jeder Tate-Ring, 

der topologisch von endlichem Typ tiber A ist, ebenfalls einen Definitionsring, der ein 

Nagata-Ring ist ((M], 31.H und 41.D). 

Fir einen vollstandigen Tate-Ring A, der topologisch von endlichem Typ iiber einem 

volistandigen Rang 1 bewerteten Korper ist, gilt 

(1) Ist B ein vollstandiger Tate-Ring, der topologisch von endlichem Typ tiber A ist, 

so wird unter Cont (B) —+ Cont (A) die Menge Max, B nach Max ,A abgebildet. 

(2) Max,A ist c-dicht in Spa(A, A°). 

Sei nun A ein vollstandiger Tate-Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt. 

Dann ist zwar A ein Jacobson-Ring ([EGA], IV.10.5.8) (d.h. ist B eine endlich erzeugte 

A-Algebra, so wird unter Spec B — Spec A die Menge Max B nach Max A abgebildet 

oder, aquivalent dazu, Max A ist c-dicht in Spec A), aber (1) und (2) gelten im 

allgemeinen nicht. Wir werden spater ein Gegenbeispiel zu (1) und (2) angeben. 

Fur einen Tate-Ring A, der einen noetherschen Definitionsring besitzt, definieren wir 

Cont (A)q = {v € Cont (A)|v ist diskret vom Rang 1}. 

Nach (2.2.10) gilt Maxy»A € Cont (A)g. Wir haben also 

Max »A C Cont (A)a © Cont (A) min = Spa (A, A°)min - 

Im allgemeinen ist Cont (A)q wesentlich gréfer als Max,A; da, wenn A vollstandig 

ist, es zu jedem Primideal p von A ein v € Cont (A)g mit p = supp (v) gibt ((3.6.11)).
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Es ist leicht zu sehen, da® fir einen vollstandigen Tate-Ring A, der einen noether- 

schen Definitionsring besitzt, die obigen Punkte (1) und (2) richtig sind, wenn man 

Cont ( )qstatt Maxy setzt. (1) ist trivial, (2) zeigen wir in der folgenden Proposition. 

Proposition 3.5.5. Sei A ein Tate-Ring, der einen noetherschen Definitionsring 

besitzt. Dann ist Cont (A)q c-dicht in Spa(A, A°). Es gilt sogar: Ist Q eine nichtleere 

v-konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°), so ist QM Cont (A)g 4 0. 

Wir sehen mit (3.4.5), da Spa(A, A°) die eindeutig bestimmte prokonstruierbare 

Teilmenge von Cont (A) ist, die Cont(A)g enthalt und in der Cont (A)g c-dicht ist. 

Nach (3.4.9) (und (2.4.16)) ist die zweite Aussage von (3.5.5) nicht starker als die 

erste Aussage von (3.5.5). 

Beweis von (3.5.5): Sei Q eine konstruierbare Teilmenge von SpvA mit 

QNSpa(A, A°) # 0. Wir zeigen QM Cont (A)g #0. Dazu wahlen wir einen noether- 

schen Definitionsring B von A, eine topologisch nilpotente Einheit s von A mit s € B 

und ein v € QM Spa(A, A°). Es gilt v(b) > 0 fiir jedes 6 € B und v(s) > 0. Nach 

dem nachfolgenden Lemma (3.5.6) gibt es eine diskrete Rang 1 Bewertung w von A 

mit w € Q, w(s) > 0 und w(d) > 0 fiir jedes bE B. Es ist dann w € QM Cont (A)gq. 

Lemma 3.5.6 Seien A ein Ring, B ein noetherscher Unterring von A, so daf fiir 

jedes Primideal p von A der Kérper Quot (A/p) endlich erzeugt tiber dem Kérper 

Quot (B/p OM B) ist, und Q eine konstruierbare Teilmenge von Spv A. Es gebe eine 

nichttriviale Bewertung v von A mit v € Q und v(8) > 0 fiir jedes b € B. Dann gibt 

es eine diskrete Rang 1 Bewertung w von A mit supp(w) = supp(v), w € Q und 

w(b) > 0 fur jedes b € B. | 

Beweis: Wir konnen annehmen, daS @ die Gestalt hat {u € SpvAlu(fi) > 

u(gi),---,U(fn) > u(gn), u(ri) > u(si),...,u(rm) > u(sm)}. Aufgrund der Voraus- 

setzung, da8 v nicht trivial ist, konnen wir annehmen v(r1) # oo. Weiterhin kénnen 

wir annehmen, da8 v(g;) # oo fiir i = 1,...,2 und v(gi) = oo fir « = €41,...,n. 

Sei p der Trager von v. Mit y bezeichnen wir die Abbildung A —+ Quot(A/p). 

In Quot (A/p) betrachten wir den Unterring C, der von ¢(B), eS ee, eli 

ent pees efreed erzeugt wird. Der Bewertungsring A(v) von Quot (A/p) enthalt C. 

Sei m das maximale Ideal von A(v). Da v(ri) 4 00, ist MNC nicht das Nullideal. Nach 

[EGA*], 0.6.5.8 gibt es einen diskreten Rang 1 Bewertungsring D von Quot (A/p), der 

Cmnc dominiert. Sei w die Bewertung von A mit supp (w) = p und A(w) = D.
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Korollar 3.5.7. Ist A ein Tate-Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt, 

so hat jede nichtleere konstruierbare Teilmenge Q von Spa(A, A°) ein nichtleeres 

Inneres. 

Beweis: Nach (3.5.5) enthalt Q einen minimalen Punkt von Spa (A, A°). 

Korollar 3.5.8. Fir einen Tate-Ring A, der einen noetherschen Definitionsring 

besitzt, gilt A® = A°. 

Beweis: Sei ein a € A® gegeben. Angenommen, es sei a ¢ A°. Nach (3.2.6) gibt es 

ein v € Spa(A, A°) mit v(a) < 0. Dann gibt es nach (3.5.5) ein w € Cont (A) min mit 

w(a) <0. Widerspruch zu (3.5.1.ii). 

Proposition 3.5.9. Sei A ein Tate-Ring, der einen noetherschen Definitionsring 

besitzt. Fir die Garbe O der analytischen Funktionen auf Spa(A, A°) gilt O° = Ot. 

Beweis: Nach (2.4.3) kénnen wir annehmen, daf A vollstandig ist. Sei U eine rationale 

Teilmenge von Spa(A,A°). Nach (2.4.8.1) ist der Ringhomomorphismus affinoider 

Ringe (A, A°) —> (O(U),O+(U)) topologisch von endlichem Typ. Aus (2.4.17) folgt 

O+(U) = OU). (N.B. (3.5.9) folgt auch aus (3.4.23) und (3.5.5).) 

Beispiel 3.5.10. i) Sei & ein topologischer Korper, dessen Topologie sich durch eine 

diskrete Rang | Bewertung a : k —+ Zoo definieren laBt. Sei A der topologische 

Ring k((Xj,...,Xn)). Die Topologie von A wird gegeben durch die Bewertung 

w:A—+ Zo, > ayX¥ +> min{a(a,)|v € Nt}. Der Ring A° = {a € Al w(a) > 
veN? 

0} = k°[X},...,Xn] ist ein noetherscher Definitionsring des Tate-Rings A. Sei Y 

der analytische Raum zu dem affinoiden Ring (A,A°). In Y betrachten wir die 

abgeschlossene konstruierbare Teilmenge S = {v € Y|v(Xj) > 0 fir 7 = 1,...,n}. 

Mit int (S') bezeichnen wir das Innere von S. 

Sei B der topologische Ring k(X1,...,Xn). Die Inklusion (B,B°) —> (A, A?) 

induziert einen analytischen Morphismus f : Y —> Ef = Spa(B,B°). Sei T die 

abgeschlossene konstruierbare Teilmenge {v € E?|v(X;) > 0 fir i = 1,...,n} von 

EY. Mit G bezeichnen wir die Menge aller Genealisierungen aller Punkte von T und 

mit int (7) das Innere von T. 

Es ist f(T) = S. Nach (3.4.11.ii) gilt dann f~-!(int (T)) = int (5). Wir zeigen 

a) Jeder Punkt von Y spezialisiert in einen Punkt von S. Deshalb gilt f-1(G) = Y. 

b) f gibt per Restriktion einen analytischen Isomorphismus int (5) — int (T).  
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Beweis: a) Sei ein v € Spa(A,A°) gegeben. Sei y die kanonische Abbildung 

A —+ Quoi (A/supp (v)). Seien im das thaximale Ideal des Bewertungsrings A(v) 

von Quot (A/supp(v)) und » : A(v) 4 A(¥)/in dié kanonische Abbildiing: Es ist 

y(A°) C A(v). Deshalb haben wir den Unterring D = (p(A°)) von A(v)/m. Da 

A® ein lokaler Ring ist und die Elemente Xj,...,Xn in dem maximalen Ideal von 

A®° liegen, ist auch D ein lokaler Ring und liegt (y(X;)) im maximalen Ideal von 

D far t= 1,...,n. Sei F ein Bewertungsring von A(v)/m, der D dominiert. Sei w 

die Bewertung vom A mit supp (w) = supp (v) und A(w) = #-1(£). Dann ist w ein 

Element von S und eine Spezialisierung von v. 

b) Sei s eine topologisch nilpotente Einheit von k. Fiir jedes m € N setzen wir 

= {ve Y|v(X™) > v(s) fir i = 1,...,n} und Im = {v € ER|v(X™) > 

v(s) fir i = 1,...,n}. Sm und Tm sind rationale Teilmengen von Y und ER mit 

f-'(Im) = Sm. Seien O und A die Strukturgarben von Y und E?. Man rechnet 

direkt nach, da8 (A(Im), A+(Im)) —>+ (O(Sm), O+(Sm)) ein Isomorphismus ist fiir 

jedes m € N. Also gibt f per Restriktion einen Isomorphismus Sm —> Tm. Nach 

(3.4.11.i) gilt int(S) = LU Sm und int(T)= U Tm. Hieraus folgt die Behauptung. 
/ meN meéN 

ii) Wir verbleiben in der Situation von (i). Sei nun aber n = 1. Die rationale 

‘Teilmenge Y \ S = {v € Y|0 > v(X)} von Y bezeichnen wir mit U. Sei U der 

Abschlu8 von U in Y, also U = Y \int(S). Sei O die Strukturgarbe von Y. Es gilt 

a) U = {w} und O(U) ist die Vervollstandigung des Kérpers Quot (A) nach der 

durch w induzierten ‘Bewertung von Quot (A). 

b) [U| = 

c) f durin einen Homdomorphismus Y —> G. 

Beweis: a) Sei s ein Element von k°, das das maximale Ideal von k° erzeugt. 

Wir betrachten den affinoiden Ring (O(U), O+(U)). Es gilt (O(U), O+(U)) = 

(A, A®) (+) = (A(x), A°(+)°). Weiterhin ist (A° (3), s) ein Definitionstupel des 

'late-Rings A(+). Somit folgt (a) aus 

(1) A°( +) ist die Vervollstandigung des diskreten Bewertungsrings A(w) 

(von Quot (A)) nach der Bewertungstopologie von A(w). 

Beweis von (1): Die Topologie auf A° ist die sA°-adische Topologie. Deshalb ist 

A(x ) die Vervollstandigung von (A°)x nach der s - (A°)x-adischen Topologie. Das 

Ideal s - (A°)x von (A°)x ist maximal, denn (A°)x/s -(A°)x = (A°/sA°)x = 

(k°/sk°)|X]x ist ein Korper. Damit erhalten wir
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A°(+) = Vervollstandigung von D := (A°)x nach dem maximalen Ideal 

p:=s-(A°)x. 

= Vervollstandigurig des lokalen Rings Dp = (A°),4° nach seinem maxi- 

malen Ideal. | 

Es ist (A°)sa° der Bewertungsring A(w) von Quot (A). Damit ist (1) gezeigt. 

b) Seien y : A —+ Quot(A) und # : A(w) —> A(w)/m die kanonischen Abbildun- 

gen, .wobei m das maximale Ideal von A(w) ist. Die Spezialisierungen von w in Y 

entsprechen eineindeutig den Bewertungsringen des Kérpers A(w)/m, die b(~(A?)) 

enthalten. Da A(w) = (A°)sae, gilt A(w)/m = Quot (A°/sA°) = Quot ((k°/sk°)[X]) 

und p(y(A°)) = (k°/sk°)[X]. Also gibt es genau zwei Bewertungsringe von A(w)/m, 

die (y(A°)) umfassen. Damit ist (b) gezeigt. 

c) Wir setzen V = G\T. Sei V der Abschlu8 von V in G. Dann eit V = G\int(T). 

Aus (1.2.4) folgt 

(2) |V| = 1 und |V| = 2. 

Die Restriktion int (5) — int (T) von f ist bijektiv. Weiterhin gilt f-!(int (T)) = 

int (S), f-'(L) = S, f-1(G) = Y. Aus (a), (b) und (2) folgt |S \ int (S)| = 

IY \ S| = 1, [7 \ int (T)| = 1, |G@\ T| = 1. Hieraus ergibt sich , da&B f : Y — G 

bijektiv ist. Nach (3.3.20) ist f: Y -+ G ein Homéomorphismus. 

Mit (ii.a) erhalten wir das angekiindigte Gegenbeispiel. Die Abbildung g : O(Y) 

—— O(U) ist topologisch von endlichem Typ (nach (2.3.23)), aber unter Cont (g) 

wird Max »O(U) nicht nach Max,O(Y) abgebildet. Es ist UN Max ,O(Y) = 

Bemerkung 3.5.11. Sei A ein vollstandiger Tate-Ring, der einen noetherschen Defi- 

nitionsring besitzt. Sei O die Garbe der analytischen Funktionen auf Spa (A, A°). Fir 

jede rationale Teilmenge U von Spa(A, A°) betrachten wir Max ,O(U) als Teilmenge 

von Spa (A, A°) via Max,O(U) ¢ Spa(O(U), O+(U)) = U C Spa(A, A°). Wir setzen 

M:= | J Max .O(U), 

wobei U alle rationalen Teilmengen von Spa(A, A°) durchlauft. Dann gilt 

M C Cont (A)q. 

Nach (3.5.5) ist Cont (A)q c-dicht in Spa(A, A°). Es gilt sogar starker
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(1) M ist c-dicht in Spa(A, A°). 

- Begrtindung: Sei Q eine nichtleere konstruierbare Teilmenge von Spa(A, A°). Nach 

(3.5.7) enthalt Q eine nichtleere rationale Teilmenge U. Da O(U) # 0, 

ist Max ,O(U) 4 @ und deshalb QO M # @. 

Mit (3.4.9) kann man (1) verscharfen zu 

(2) Ist @ eine nichtleere v-konstruierbare Teilmenge von Spa (A, A°), so ist QN.M # 0. 

Ist A topologisch von endlichem Typ tiber einem vollstandigen topologischen K6rper, 

dessen Topologie durch eine diskrete Rang 1 Bewertung gegeben ist, so gilt M = 

Max yA und deshalb ist nach (1) Max,A e-dicht in Spa(A, A°). Dies ist ein zweiter 

Beweis von (3.4.6) fiir den Fall, da die Topologie von k durch eine diskrete Bewertung 

definiert ist.
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3.6. ADISCHE RAUME 

Unter einem Definitionsring eines affinoiden Rings A verstehen wir einen Definitions- 

ring des f-adischen Rings A. In (3.3) haben wir gesehen, da8 die Pragarbe der adischen 

Funktionen auf Spa A eine Garbe ist, wenn A ein tatescher affinoider Ring ist, der 

einen noetherschen Definitionsring besitzt. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, 

da8 dies richtig ist auch ohne die Voraussetzung, da8 A tatesch ist. 

Satz 3.6.1. Sei A ein affinoider Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt. 

Dann ist die Pragarbe O der adischen Funktionen auf Spa A eine Garbe mit Werten 

in der Kategorie der vollstandigen nat-Ringe und H*(Spa A, QO) = 0 fiir jedes i > 0. 

Wir werden (3.6.1) gleich etwas allgemeiner fiir eine gewisse Klasse von Pragarben auf 

Spa A beweisen. Seien A ein affinoider Ring und O die Pragarbe der adischen Funktio- 

nen auf Spa A. Wir definieren zu jedem endlich erzeugten A-Modul M eine Pragarbe 

auf Spa A. Dazu sei F(U) := M @; O(U) fiir jede rationale Teilmenge U von Spa A. 

Wir versehen den O(U)-Modul F(U) mit der f-adischen Topologie (beziiglich O(U)). 

Dann ist fur jedes Paar von rationalen Teilmengen U,V von SpaA mit U C V die 

kanonische Abbildung #(V) — F(U) stetig. Fiir eine offene Teilmenge U von Spa A 

betrachten wir in der Kategorie der abelschen vollstandigen topologischen Gruppen 

den projektiven Limes F(U) = lim F(V), wobei V alle rationalen Teilmengen von 
V 

Spa A durchlauft, die in U enthalten sind. Auf diese Weise erhalten wir eine Pragarbe 

F auf Spa A mit Werten in der Kategorie der abelschen vollstandigen topologischen 

Gruppen. F ist eine O-Modulpragarbe. Wir bezeichnen sie mit M @ O. 

Satz 3.6.2. Sei A ein affinoider Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt. 

Sei O die Pragarbe der adischen Funktionen auf Spa A. Dann ist fir jeden endlich 

erzeugten A-Modul M die Pragarbe M @ O eine Garbe auf SpaA mit Werten in der 

Kategorie abelschen vollstandigen topologischen Gruppen und H'(Spa A, M@O) = 0 

fiir jedes z > 0. . 

Zum Beweis von (3.6.2) benutzen wir eine Idee von Raynaud aus der Arbeit [R], in 

der er rationale Uberdeckungen affinoider analytischer Varietaten mit Aufblasungen 

in Verbindung bringt. 

Zunachst beschreiben wir die ,,Aufblasungen“, die bei uns hier eine Rolle spielen. 

Seien y : B — A ein Ringhomomorphismus und J ein B-Untermodul von A. Sei 

I das von J erzeugte Ideal von A. Im Gegensatz zur Definition in (2.1) setzen |
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wir hier J° = y(B) und J° = A. Die direkten Summen @ J" und @ I* sind 
neENo — néENo 

auf kanonische Weise graduierte Ringe. Die Inklusion G@ J® — @ I® definiert 
nENo n€No 

einen Morphismus von Schemata s: Proj( € I") — Proj( € J"). Wir haben das 
nENo n&ENo . 

kommutative Diagramm 

n€No 

(1) | st | 

Y = Proi( D J”) > Spec B- 

Kinfache Rechnungen mit graduierten Ringen ergeben 

(2) i) Der Morphismus s ist affin. Sei F ein Erzeugendensystem des B-Moduls J. 

Seien 5 eine nichtleere endliche Teilmenge von F und t € JI‘l das Produkt der 

Elemente von S. Sei U die affine offene Teilmenge D,(t) von Y. Man kann die 

Ringe Ox(s—!(U)) und Oy(U) als Unterringe von A; auffassen und es gilt dann 

Ox(s-1(U)) = A[L| f € Fs € S] und Oy(U) = BIE | fe se SI. 

ii) Sei H ein Ideal von B, so.da8 Spec (yv): Spec A — Spec B einen Isomorphismus 

von Spec A\ V(H- A) nach Spec B\ V(#) induziert und V(I) C V(H-A). Dann 

induziert g einen Isomorphismus von Y \ g-1(V(#)) nach Spec B\ V(#). 

Seien A ein f-adischer Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt, A+ ein 

Ganzheitsring von A und M ein endlich erzeugter A-Modul. Sei O die Pragarbe der 

adischen Funktionen auf Spa(A, At). Der wesentliche Schritt im Beweis von (3.6.2) 

ist der folgende Punkt. 

(3) Seien fo,..., fn Elemente von A mit A = (fo,..., fn). Fir jedes i € {0,...,n} 

sei U; die rationale Teilmenge R( xzale) von Z:= Spa(A, At). Dann ist der 

augmentierte Cech-Komplex von M @ O zu der Uberdeckung {Uo,...,Un} von 

Z 

(+) 0 (M@0)(Z) > I] @ O)Ui,) + [][(M@ O)Uing NU) >... 
tof 

exakt. Den O(Z)-Modul (M ® O)(Z) versehen wir mit der f-adischen Topologie 

(beztiglich O(Z)), ebenso versehen wir die O(U;)-Moduln (M @O)(U;) mit der f- 

adischen Topologie (beziiglich O(U;)). Auf den Komponenten des Komplexes (*)
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betrachten wir die Produkttopologie. Dann ist jedes Differential des Komplexes 

(*) strikt. 

Beweis: Sei M die durch M definierte quasikoharente Garbe auf Spec A. Wir be- 

trachten den augmentierten Cech-Komplex von M zu der Uberdeckung . 

{D(fo),---,D(fnr)} von X:= Spec A 

(**) 0-4 M(X) > ITM M(D(fio)) + [] M(D(fo) 9 Df) > 
, 40,4 

Sei F die Menge { fo,.--) fu}. Nach (2.3.15) ist A(# fe 5 i ) die Lokalisation von A 

nach fi, +... + fi, Auf dem Modul M(D(fig) -ABEu)) = M @a ACF. F) 
t tk 

betrachten -vir die f-adische Topologie beatiglich A(# fig i .), 
' *k 

Den Modul M(X) = M versehen wir mit der f-adischen Topologie (beziiglich A) und 

die anderen Komponenten des Komplexes (**) versehen wir mit der Produkttopologie. 

Dann sind die Differentiale des Komplexes (**) stetig. Angenommen, wir wissen 

(4) Die Differentiale des Komplexes (**) sind strikt. 

Dann sind wir mit dem Beweis von (3) fertig, denn: Sei (**)4 der Komplex, der aus 

dem Komplex (#*) durch Vervollstandigung entsteht. Da der Komplex (**) exakt ist, 

folgt aus (4) und [B], I[1.2.12 Lemma 2, da8 der Komplex (**)’ exakt ist und strikte 

Differentiale hat. Nach (2.3.33 iv) gilt («) = (#*)4. 

Wir zeigen also (4). Seien B ein noetherscher Definitionsring von A und N ein 

endlich erzeugter B-Untermodul von M, der den A-Modul M erzeugt. Sei J der von 

F erzeugte B-Untermodul von A. Da J in A das Einheitsideal erzeugt, erhalten wir 

aus (1) das kommutative Diagramm 
X = SpecA 

s/f [h 

Y: = Proj( ab) J") — Spec B 
g 

neENog 

Sei N die durch N gegebene koharente Garbe auf Spec B. Die Inklusion N —~ M 

definiert einen h-Garbenmorphismus N — M. Dieser induziert einen s-Garbenmor- 

phismus g*(V) — M. d. h. einen Garbenmorphismus o: 9 *(N) — sx(M). Mit 

G bezeichnen wir das Bild von o und mit 7 die Inklusion G — s,(M). Da g*(N) 

koharent und s,(M) quasikoharent ist, ist G eine koharente Garbe auf Y. 

Sei m ein Definitionsideal von B. Fur jedes £ € N sei K, der augmentierte Cech- 

Komplex zu der Garbe méG und der Uberdeckung {Di(fo),-.-,D+(fn)} von Y (also
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Ky = (m‘G)(Y)). Es ist (K)sen eine absteigende Folge von Komplexen, K, 2 Koss 

Seien dy: kK? — qptt die Differentiale des Komplexes Kj. Nach Konstruktion des 

Komplexes K; ist H?(K,) = H?(Y,m®G) fur jedes p > 0. 

Es gilt 

(5) Zu jedem p € Z und jedem u € N gibt es ein v € N mit im(d&) D ker(d*"). 

Beweis: Fur p < 0 ist die Behauptung klar. Wir fixieren ein p > 0. Nach [EGA], 

111.3.3.2 gibt es ein k € N mit 

(6) Het1(Y, m*t+"G) = m" © HPt1(Y, mG) fiir jedes u > k und jedes r > 0. 

Dabei bezeichnet fur ein ¢ € m” und ein y € HPt1(Y,m4%G) das Produkt x © y das 

Bild von y unter der Kohomologieabbildung H?t1(Y, mG) — HPtl(Y,m*t7G), die 

durch die z-Multiplikation m*G — m*+'G induziert wird. 

Es geniigt, (5) fiir u > k zu zeigen. Wir fixieren ein u > k. Nach (3.1.11) und 

dem Punkt (ii) in (2) ist g:Y\g-1(V(m)) -+ Spec B\V(m) ein Isomorphismus. 

Deshalb ist H?+1(Y,m*G)~ | SpecB\V(m) = Rrttg,(m*G) | SpecB\V(m) = 0. 

Da H?+1(Y,m*G) ein endlich erzeugter B-Modul ist, gibt es somit nach [EGA*], 

1.6.8.4 ein ¢ € N mit 

(7) mt HPt1(Y, m#G) = 0 

Wir zeigen im(d%) > ker(d®*}). Sei dazu ein a € ker(d?t+) gegeben. Nach (6) gibt 

€8 £1,...,fw Em und ,..., fw € Het (Y, m"G) mit a= 2,091 +...+ 24 O Gu, 

wobei @ das durch a gegebene Element von H?Pt!(Y,m#tG) ist. Seien yi,..-, yw 

Elemente von ker(d2*"), die die Kohomologieklassen 71,...,%w reprasentieren. Dann 

ist a — (t1y1 +... + twyw) € im(de,,) C im(di). Nach (7) gilt xy; € im(di) fur 

t=1,...,w. Deshalb ist a € im(di). Damit ist (5) gezeigt. 

Sei K: der Komplex (+*) (mit K-1 = M(X)). Es ist s~1(D4(f;)) = D(J;) fiir jedes 

i€ {0,...,n}. Deshalb induziert der injektive Garbenmorphismus :G — s.(M) fir 

jedes é € N einen injektiven Komplexmorphismus ~ = (¥})pez: K; — K. 

Es gilt 

(8) Fir jedes p € Z ist {}(K?) | € € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebun- 

gen von KP. 

Beweis: Sei zunachst p > 0. Sei $ = { fio, --+> fi, } eine nichtleere Teilmenge von F. 

Nach (2.3.15) ist Bit | s € S,f € F] ein Definitionsring von A(z [se s) und 

t= m- Bit [se Sif € F] ein Definitionsideal von Bi£ lseS,fe F). Sei G das 

Bild von N @p B[L|seS,feF]inM@4A(Z|s¢S) =M(1 D(s)). Dann ist 
ses
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{néG | £ € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von M({) D(s)).Nach 
séS 

dem Punkt (i) in (2) ist Oy(() D+(s)) = Oy (D+(T] s)) = ale [se S,f € FI. 
: sés ses 

Deshalb folgt (8) unmittelbar aus der Konstruktion der Garbe G. 

Sei nun p = —1. Direkt aus der Konstruktion von G folgt m£N C ((m4G)(Y)) 

fir jedes £ € N. Sei ein z € N fixiert. Zu zeigen ist, daS es ein £ € N gibt mit 

((mG)(Y)) C miN. Nach [EGA], III.3.3.2 gibt es ein k € N, so daf fiir alle r € N 

gilt H°(Y,m*+rG) = m’ © H°(Y,m*G) = m'H°(Y, m'G). Es ist p((m*G)(Y)) ein 
endlich erzeugter B-Untermodul von M. Da m'‘N offen in M ist, gibt es ein t € N mit 

mtb((m*G)(Y)) C m'N. Dann ist ((m*+#G)(Y)) C m'N. Damit ist (8) bewiesen. 

Nun konnen wir (4) zeigen. Mit d? bezeichnen wir die Differentiale des Komplexes 

Kk’. Sei ein p € Z fixiert. Wir wollen zeigen, da8 d? strikt ist. Dazu betrachten wir 

das folgende kommutative Diagramm 

Ke, ker(d?+1) 

ve ren 
kp > ker(d?t") 

, £ 

Sei U eine Nullumgebung von K?. Wir miissen zeigen, dab d?(U) eine Nullumgebung 

von im(d?) ist. Es ist im(d?) = ker(d?+!), da der Komplex K’ exakt ist. Da die 

Komplexhomomorphismen ¢ injektiv sind, gilt pet (ker(d5*")) = beth Ket) n 

ker(dP+1) fur jedes 2 € N. Deshalb ist nach (8) pytt (ker(d?+")) eine Nullumgebung 

von ker(d?+1) fiir jedes 2 € N. Mit (5) erhalten wir, daB d?(¥?(K})) = pert (d)(K>)) 

eine Nullumgebung von ker (d?+1) ist ftir jedes £ € N. Nach (8) gibt es ein t € N mit 

we (KP) CU. Deshalb ist d?(U) eine Nullumgebung von ker(d?+1). Also gilt (4) und 

damit ist (3) bewiesen. 

Aus (3.2.7) und (3.2.8) folgt 

(9) Sei U eine rationale Teilmenge von Spa(A, At). Der f-adische Ring O(U) hat 

einen noetherschen Definitionsring. Sei P die Pragarbe der adischen Funktio- 

nen auf V:= Spa(O(U),O+(U)). Dann sind (U,O | U) und (V,?) kanonisch 

isomorph. Unter diesem Isomorphismus entsprechen den rationalen Teilmengen 

von Spa(A, A+), die in U enthalten sind, die rationalen Teilmengen von V, und 

der Pragarbe (M @ 0) | U entspricht die Pragarbe M(U) @ P. 

Wir zeigen nun, da8B M @ O eine Garbe topologischer Gruppen ist. Nach 

[EGA*],0.3.2.2 mu8 man das Garbenaxiom nur fir eine offene Uberdeckung einer
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rationalen Teilmenge von Spa(A, A+) verifizieren. Man tiberlegt sich leicht; da8 8 

sogar reicht, das folgende zu zeigen: 

(10) Sind U eine rationale Teilmenge von Spa(A, A+) und LU eine offene Uberdeckung 

von U, so gibt es eine Uberdeckung U = (V;) von U durch rationale Teilmengen 

von Spa(A, At), so da8 U die Uberdeckung SL verfeinert, die Sequenz 

0 (M @O\U) “ TIM @ OVM) > [mM 0) Vin) 
iJ 

exakt ist und die Abbildung a strikt ist. 

Zum Beweis von (10) kénnen wir nach (9) annehmen, da8 U ganz Spa(A, At) ist und 

A volistandig ist. Dann folgt (10) aus (3) und dem nachfolgenden Lemma (3.6.3 iv). 

Aus (3), (9), (3.6.3 iv) und [Gr],3.8 Cor. 4 folgt Hi(Spa(A, At), M @O) = 
fiir? > 0. Damit ist (3.6.2) bewiesen. 

Lemma 3.6.3. Sei A ein affinoider Ring. 
~ ~ ~ 

i) Sind 2 ein Element von A und L eine endliche Teilmenge von A mit A = 

L - A, so ist die rationale Teilmenge R(4) von SpaA abgeschlossen gegeniiber 

Primarspezialisierungen in Spa A. 

ii) Ein Punkt von Spa A hat genau dann keine echte Primarspezialisierung in Spa A, 

wenn er ein Fundamentalsystem von Umgebungen der Form R( 4) hat, wobei @ 

ein Element von A und L eine endliche Teilmenge von A mit 1 € L ist. 

iii) Sei U eine quasikompakte offene Teilmenge von Spa A, die abgeschlossen ge- 

genuber Primarspezialisierungen in Spa A ist, und sei J eine offene Uberdeckung 

von U. Dann gibt es eine endliche Teilmenge L von A mit 1 € L und eine endliche 

Teilmenge T von L, so dab {RZ )| Ze The eine Uberdeckung von U ist, die U 

verfeinert. 

iv) Ist A vollstandig, so gibt es zu jeder offenen Uberdeckune MW von Spa A eine 

endliche Teilmenge L von A, so daSB L-A = A und {R(4 ) | € € L} die 

. Uberdeckung U verfeinert.. 

Beweis: i) folgt aus (1.3.7). 

ii) Sei v ein Punkt von SpaA. Hat v ein Fundamentalsystem von Umgebungen 

der angegebenen Form, so hat v keine echte Primarspezialisierung nach (i). Setzen 

wir umgekehrt voraus, da8 v keine echte Primarspezialisierung in Spa A hat, so gilt
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[, = cI'y, und deshalb hat v ein Fundamentalsystem von Umgebungen der geforderten 

Form nach Fall 1 im Beweis von (1.3.8). 

iii) Sei U eine quasikompakte offene Teilmenge von Spa A, die abgeschlossen gegeniiber 

Primarspezialisierungen in Spa A ist, und sei U eine offene Uberdeckung von U. Sei 

S die Menge aller Punkte von U, die keine echte Primarspezialisierung in Spa A 

haben (d. h. S = {u € U| Tx = cTu} ). Nach (ii) gibt es zu jedem s € S 

eine endliche Teilmenge Ls von A und ein Element &s von A, so daf {1, és} C Ls 

und R(4 z:) eine Umgebung von s ist, die in einem Element von % enthalten ist. Da 

U abgeschlossen gegentiber Primarspezialisierungen in Spa A ist, spezialisiert jeder 

Punkt von U in einen Punkt von S. Deshalb ist {R(4*) | s € S} eine Uberdeckung 

von U, die % verfeinert. Da U quasikompakt ist, wird U von endlich vielen dieser 

R( a iiberdeckt, etwa von R( 42 tt), . R( #2). Nun konnen wir den Beweis aus [FP], 

{11.2.5 ibernehmen. 

Wir setzen Lj:= Lo und &j:= 5; fir i = 1,...,n, L:= {a1 -...-an | ay € L, far 

a= 1,...,n} und T:= {a,-...-an | a; € ZL; far t = 1,...,n und a; = b; fiir 

mindestens ein i € {1,...,n}}. Es ist 1 € L. Wir notieren die folgenden beiden 

einfachen Eigenschaften: 

(1) Fur jedes a1 € Ly,...,an € Ln gilt 

R(—-_) = R(4)n...n R(2) 
Q1-+...°an ay an 

' . (2) Fair jedes i € {1,...,n} ist {RZ :) |a € Lj} eine Uberdeckung Spa A. 

“Aus (1) und (2) folgt U = U R(#) cu R(4), und aus (1) folgt, da® jedes 
i=l" eT 

R(4),é € T, in einem R(#) enthalten ist. Damit ist (iii) gezeigt. 

Wir nehmen nun an, da’ U ganz SpaA ist. Dann gilt also 

(3) SpaA= U R(4) 
£eT 

Sei A vollstandig. Aus (3) und (3.2.5) folgt T: A = A. Weiterhin folgt aus (3), da8 
fiir jedes £€ T gilt R(4) = R(F). Also gilt (iv). 

Bemerkung. Ist A tatesch, so kann LZ in (3.6.3 iv) so gewahlt werden, daf 1 € L. 

Wie man am Beispiel von diskreten Ringen sieht, gilt dies fir allgemeine affinoide 

Ringe nicht. 

Nach (3.2.9.1) und (3.6.1) haben wir zu einem affinoiden Ring A, der einen noether- 

schen Definitionsring besitzt, em Objekt (Spa A, O, (vz | x € Spa A)) der Kategorie 

(VL )top. Dieses Objekt nennen wir den adischen Raum zu dem affinoiden Ring A.
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Definition 3.6.4. i) Ein affinoider adischer Raum ist ein Objekt der Kategorie 

(VL)top, das isomorph ist zu dem adischen Raum eines affinoiden Rings, der einen 

noetherschen Definitionsring besitzt. 

ii) Ein adischer Raum ist ein Objekt (X,O,(ve | « € X)) der Kategorie (VL)top, 

so daB es zu jedem x € X eine offene Umgebung U von zx in X gibt, so dab 

(U,O | U, (vz | x € U)) ein affinoider adischer Raum ist. 

iii) Fur zwei adische Raume X und Y sind die Morphismen (adischer Raume) von X 

nach Y die Morphismen X — Y der Kategorie (VL) top. 

Nach (3.2.9.ii) ist die Kategorie der affinoiden adischen Raume dual zu der Kategorie, 

die die vollstandigen affinoiden Ringe mit noetherschem Definitionsring als Objekte 

und die stetigen Ringhomomorphismen affinoider Ringe als Morphismen hat. 

Sind X der adischer Raum zu einem affinoiden Ring A und U eine rationale Teilmenge 

von Spa A, so ist der offene Teilraum U von X ein affinoider adischer Raum (siehe 

(9) im Beweis von (3.6.2)). Also ist jeder offene Teilraum eines adischen Raums ein 

adischer Raum. 

Ist X ein adischer Raum, so heift eine offene Teilmenge U von X affinoid, wenn der 

durch U gegebene offene Teilraum von X ein affinoider adischer Raum ist. 

Sei A ein diskreter affinoider Ring. A hat einen noetherschen Definitionsring und 

deshalb haben wir einen adischen Raum zu A. In (1.5) haben wir zu dem Paar 

von Ringen A = (A, At) ein Objekt (X,A,(vz | « € X)) der Kategorie (VL) 

konstruiert. Versehen wir ftir jede offene Teilmenge VU von X den Ring A(U) mit 

der diskreten Topologie, so wird A zu einer Pragarbe vollstandiger nat-Ringe. Nach 

[EGA*, 0.3.9] existiert die zu A assoziierte Garbe O vollstandiger nat-Ringe. Fir 

jede offene Teilmenge U von X haben wir eine Gleichheit von Ringen A(U) = O(U). 

Ist U quasikompakt, so ist die Topologie von O(U) diskret, aber fiir beliebiges U 

ist dies im allgemeinen nicht der Fall. Es ist (X,O,(vz | 2 € X)) ein Objekt der 

Kategorie (VZ)top. Nach (1.5.7) und (3.2.9 ii) ist (X,O,(vz | ¢ € X)) der adische 

Raum zu dem affinoiden Ring A. 

Proposition 3.6.5. Sei X ein affinoider adischer Raum mit Strukturgarbe Q. 

i) Fir jede rationale Teilmenge U von X und jedes z € X sind die Ringhomomor- 

phismen O(X) - O(U) und O(X) — Oy flach.
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ii) Hat O(X) einen noetherschen Definitionsring, iber dem O(X) endlich erzeugt 

ist, so ist fiir jede rationale Teilmenge U von X der Ring O(U) noethersch. 

Beweis: Die Behauptungen folgen aus (ii) und (iii) in (2.3.31). 

Bemerkung 3.6.6. Ist X der adische Raum zu einem affinoiden Ring A, so daf A 

endlich erzeugt ist uber einem noetherschen Definitionsring von A, so ist nach (2.3.9 

ii) die Voraussetzung von (3.6.5 ii) erfillt. 

Proposition 3.6.7. Seien A ein vollstandiger f-adischer Ring, der einen noetherschen 

Definitionsring besitzt, At ein Ganzheitsring von A und © die Garbe der adischen 

Funktionen auf Spa(A, At). Dann gilt fiir jedes c € Spa(A, At), dessen Trager 

supp(z) =:p ein maximales Ideal von A oder offen ist. 

i) p- Ox ist das maximale Ideal von Oy. 

ii) Die Vervollstandigungen der lokalen Ringe Ap und ©, nach ihren maximalen 

Idealen sind isomorph. 

iii) Hat A einen noetherschen Definitionsring, iiber dem A endlich erzeugt ist, so ist 

O, noethersch. 

Beweis: Wir fixieren ein « € Spa(A, At). Sei zunachst p = supp(z) offen. Fiir 

jede rationale Teilmenge U von Spa(A, At) mit x € U setzen wir py = {f € O(U) | 

f(x) = 0}. Man kann sich dann leicht tiberlegen 

(1) Esist py = p-O(U) und der lokale Ringhomomorphismus Ay — O(U)p, induziert 

ein Isomorphismus zwischen den Residuenkérpern. 

Mit (1) laBt sich (3.6.7) genauso beweisen wie (3.3.16). 

Sei nun p ein maximales Ideal von A und nicht offen. Nach (4) in (2.3.2) ist A/p 

tatesch. Aus (2.2.10) folgt, da8 sich die Topologie von A/p durch eine Bewertung von 

A/p definieren la8t. Damit 1a8t sich auch in diesem Fall (3.6.7) genauso beweisen wie 

(3.3.16). 

Bemerkung. Ist in (3.6.7) supp(2) = p ein Primideal, das weder maximal noch offen 

ist, so ist (ii) im allgemeinen nicht richtig, da schon die Residuenkérper von Ap und 

O, im allgemeinen nicht isomorph sind; ich weif nicht, ob (i) und (iii) richtig sind. 

Definition 3.6.8. Sei X ein adischer Raum. Ein Punkt x von X heift analytisch, 

wenn es eine offene Umgebung U von z in X gibt, so daf der offene Teilraum U von 
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X ein analytischer Raum ist. Die Menge der analytischen Punkte von X wird mit Xq 

bezeichnet, die Menge der nichtanalytischen Punkte vom X wird mit Xnq bezeichnet. 

Lemma 3.6.9. Ist X ein affinoider adischer Raum, so stimmt Definition (3.6.8) 

tiberein mit der in (3.1.15) angegebenen Definition eines analytischen Punktes von 

x. 

Beweis: Sei X der adische Raum zu einem affinoiden Ring (A, At). Sei v ein 

Punkt von X = Spa(A, At), der analytisch im Sinne von (3.1.15) ist. Wir wahlen 

fo,.--, fn € A, so da® das Ideal (fo,..., fr) von A offen ist. Ohne Einschrankung 

gilt v(fo) = min{v(f;) | 7 = 0,...,2}. Da supp(v) nicht offen ist, gilt v(fo) 4 00. Sei 

U die rationale Teilmenge R( Bale ) von X. Es ist v € U. Da fo eine topologisch 

nilpotente Einheit in O(U) ist, ist O(U) ein Tate-Ring. Deshalb ist der offene 

Teilraum U von X ein analytischer Raum und somit v ein analytischer Punkt von X 

im Sinne von (3.6.8). 

Sei nun umgekehrt v ein Punkt von X, der analytisch im Sinne von (3.6.8) ist. Sei U 

eine offene Umgebung von v in X, so da8 der offene Teilraum U von X ein affinoider 

analytischer Raum ist. Sei V eine rationale Teilmenge von X, die eine Umgebung von 

v in U ist. Der f-adische Ring O(V) besitzt eine topologisch nilpotente Einheit (denn 

die Einschrankung einer jeden topologisch nilpotenten Einheit des Tate-Rings O(U) 

auf V. ist eine topologisch nilpotente Einheit in O(V) ). Deshalb ist jeder Punkt von 

V = Spa(O(V), O+(V)) ein analytischer Punkt von Spa(O(V), O+(V)) im Sinne von 

(3.1.15), insbesondere gilt dies fiir v. Da der Ringhomomorphismus A — O(V) adisch 

ist, folgt aus (3.1.9 ii), da8 v ein analytischer Punkt von X im Sinne von (3.1.15) ist. 

Korollar 3.6.10. Fur jeden adischen Raum X ist Xq offen und konstruierbar in X. 

Beweis: Es gentigt, (3.6.10) fir affinoide adische Raume zu zeigen. In diesem Fall 

folgt die Behauptung aus (3.1.16). 

Sei X ein adischer Raum. Es gibt zwei Extremfalle, nadmlich X, = X und Xq = @. 

Der erste Fall X, = X bedeutet, da8 X ein analytischer Raum ist. Ist X affinoid, so 

bedeutet X, =, daB X der adische Raum zu einem diskreten affinoiden Ring ist. 

Denn: Sei X der adische Raum zu dem vollstandigen affinoiden Ring A. Ist A diskret, 

so ist klar, da’ Xq = 9. Sei nun umgekehrt X, = @. Ist Cont(A), = @, so folgt aus 

(3.1.13 ii), daB A-diskret ist. Angenommen, es sei Cont(A), 4 @. Wir wahlen ein 

Element v von Cont(A)qa. Nach (3.1.14 i) ist v mikrobial. Deshalb gibt es eine konvexe
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Untergruppe H von Ty, so da& T,/H Rang 1 hat. Die Bewertung w:= v/H von A 

ist stetig und somit analytisch. Nach (3.1.14 ii) ist w € X_., Widerspruch. 

' Ist X ein affinoider adischer Raum, der zugleich ein analytischer Raum ist, so ist 

X im allgemeinen noch kein affinoider analytischer Raum. Ebenso ist ein affinoider 

analytischer Raum, der zugleich ein adischer Raum ist, im allgemeinen kein affinoider 

adischer Raum. 

Beispiel. i) Seien B ein lokaler noetherscher Ring und J ein Ideal von B, so daf 

gilt: I enthalt einen Nichtnullteiler von B,SpecB\V(J) ist affin, aber es gibt kein 

f € B mit SpecB\V(J) = D(f). Wir setzen A = I'(SpecB\V(I), O), wobei O die 

Strukturgarbe von SpecB ist. B ist ein Unterring von A. Wir versehen A mit der 

Gruppentopologie, so daB {I" | n € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen 

ist. Damit ist A ein f-adischer Ring. Seien At ein beliebiger Ganzheitsring von A 

und X der affinoide adische Raum zu (A, At). Dann ist X ein analytischer Raum, 

da Xna = 0. Aber X ist kein affinoider analytischer Raum, da Ox(X) = A kein 

Tate-Ring ist. 

ii) Wir betrachten nochmals (3.4.24). Sei k ein vollstandiger diskret (Rang 1) bewer- 

teter Kérper und sei.X eine separierte analytische Varietat iber k, die steinsch, aber 

nicht affinoid ist. Wir setzen A: = Ox(X). Sei Y der affinoide analytische Raum zu 

(A, A°). Nach (1) und (2) in (3.4.24) gibt es éine Uberdeckung { von Y durch ra- 

tionale Teilmengen, so da& der Tate-Ring Oy(U) einen noetherschen Definitionsring 

besitzt fiir jedes U € {{. Deshalb ist Y ein adischer Raum. Y ist jedoch kein affinoider 

adischer Raum, da Oy(Y) = A keinen noetherschen Definitionsring hat. 

Proposition 3.6.11. Seien A ein vollstandiger affinoider Ring, der einen noe- 

therschen Definitionsring besitzt, und p ein Primideal von A. Dann gibt es ein 

v € SpaA mit p = supp(v). Ist p nicht offen, so kann man v als diskret vom 

Rang 1 wahlen. 

Beweis: Ist p offen, so ist die triviale Bewertung von A mit Trager p ein Element von 

Spa A. Sei nun p nicht offen. Seien B ein noetherscher Definitionsring von A und J 

ein Definitionsideal von B. Wir wahlen ein maximales Ideal m von B mit pO B Cm. 

Da B vollstandig ist, ist J C m( [B], III.2.13 Lemma 3). Da p nicht offen ist, ist J Zp 

und somit pN B 4m. Nach [EGA*, 0.6.5.8] gibt es einen diskreten Bewertungsring 

D von Quot(B/p OB), der den lokalen Ring (B/p B)m/png dominiert. Sei w die 

Bewertung von B mit supp(w) = pN B und B(w) = D. Die Bewertung w ist stetig.
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Nach (3.1.11) gibt es genau eine Bewertung v von A mit v | B = w. Es ist supp(v) = p 

und nach (3.1.14 ii) gilt v € Spa A. 

Korollar 3.6.12. Sei A ein vollstandiger afiinoider Ring, der einen noetherschen 

Definitionsring besitzt. Ein Ideal J von A ist genau dann offen, wenn {v € Spa | 

v(I) = {oo}} (Spa A)na. 

Beweis: Sei I ein Ideal von A mit {v € SpaA | v(I) = {00}} C (Spa A)na. Sei J ein 

Definitionsideal eines Definitionsrings von A. Es gilt {v € Spa A | v(J) = {oo}} = 

(Spa A)na. Aus (3.6.11) folgt J C VI. Hieraus ergibt sich, daB J offen ist. 

Bemerkung. (3.6.12) gilt auch ohne die Voraussetzung, daf A einen noetherschen 

Definitionsring hat, denn fiir jeden vollstandigen affinoiden Ring A gilt: Ist p ein 

Primideal von A, das nicht offen ist, so gibt es ein v € (SpaA)a mit p © supp(v). 

(Siehe Beweis von (3.1.13 ii).) 

Korollar 3.6.13. Eine Teilmenge U eines affinoiden adischen Raums X ist genau 

dann rational, wenn es fo,..., fn € O(X) gibt, so daB U = {x € X | uz((fi)z) > 

vz((fo)e) # co fir i= 1,...,n} und {x EX | fo(xz) =... = fa(z) =0} © Xn. 

Lemma 3.6.14. Sei A ein affinoider Ring mit noetherschem Definitionsring und sei 

(Spa A, O, (vz | t € Spa A)) der adische Raum zu A. Seien xz und y Punkte von Spa A 

und sei y eine Spezialisierung von x. Sei g: Oy — O; die kanonische Abbildung. Dann 

gilt 

i) Es gibt ein z € Spa A, so daf z eine Sekundarspezialisierung von x in Spv A und 

y eine Primarspezialisierung von z in Spv A ist. 

ii) vy ist eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) von Spv (g)(vz) 

in Spv Oy genau dann, wenn y eine Primarspezialiserung (bzw. Sekundarspe- 

zialisierung) von x in Spv A ist. 

Beweis: i) Nach (1.1.17) gibt es ein z € Spv A, das eine Sekundarspezialisierung 

von xz und eine Primargeneralisierung von y in Spv Aist. Als Sekundarspezialisierung 

einer stetigen Bewertung ist z stetig. Es gilt z(a) > 0 fiir jedes a € At, da z eine 

Generalisierung von y ist und y(a) > 0 fir jedes a € At. Also ist z € Spa A. 

ii) Sei vy eine Primarspezialisierung von Spv(g)(vz) in SpvOy. Das kommutative 

Diagramm



155 

Or + Oy 

eN Ae 

A 
zeigt, dab y = Spv(p)(vy) eine Primarspezialisierung von z = Spv(%)(vz) in 
Spv A ist. Sei nun umgekehrt y eine Primarspezialisierung von x in Spv A, also 

y = x | H, wobei H eine konvexe Untergruppe von I, ist mit cI’; G H. SeiU = R() 

eine rationale Teilmenge von Spa A, die y enthalt. Sei f:A > O(U) die kanonische 
Abbildung und seien x! und y’ die stetigen Bewertungen von O(U) mit Spv (f)(2') =z 
und Spv (f)(y') = y. Sei t:', — I',» der kanonische Isomorphismus. Da y(s) 4 00, ist 

x(s) € H und deshalb {x’(a) | z'(a) < 0 und a € A[s—!]} C t(H). Da A[s—}] dicht in 
O(U) ist, folgt cf, C t(H). Deshalb haben wir die stetige Bewertung z: = 2! | t(H) 
von O(U). Da Spv (f)(z) = y = Spv(f)(y’), gilt z = y’. Daraus ergibt sich, da vy 

eine Primarspezialisierung von Spv (g)(vz) in Spv Oy ist. 

Die Behauptung tiber die Sekundarspezialiserung beweist man entsprechend. 

Aufgrund von (3.6.14 ii) definieren wir 

Definition 3.6.15. Sei (X,O,(ve | « € X)) ein adischer Raum. Seien « und y 
Punkte von X und sei y eine Spezialisierung von z. Sei g: Oy + Ox die kanonische 

Abbildung. Nach (1.5.6) ist vy eine Spezialisierung von Spv(g)(vz) in Spv Oy. Wir 

nennen y eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) von z, wenn vy 

eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) von Spv (g)(vz) in Spv Oy 

ist. 

Proposition 3.6.16. Seien X ein adischer Raum und x ein Punkt von X. 

i) Jede Spezialisierung von z ist eine Primarspezialisierung einer Sekundarspeziali- 

sierung von Z. 

ii) Die Menge L der Sekundargeneralisierungen von z ist eine Kette (d.h. sind y und 

z Sekundargeneralisierungen von z, so ist y eine Sekundargeneralisierung von z 

oder z eine Sekundargeneralisierung von y.) L ist ein spektraler Raum. Sei y 

das kleinste Elemente von L. Ist x analytisch, so hat vy den Rang 1, und ist x 

nichtanalytisch, so hat vy den Rang 0 (d.h. vy ist trivial). 

iii) Sei x analytisch. Jede Generalisierung von x ist eine Sekundargeneralisierung. 

Jeder Sekundarspezialisierung von z ist ein analytischer Punkt und jede echte 

Primarspezialisierung von x ist ein nichtanalytischer Punkt. 

iv) Seien y eine Spezialisierung von z und g: Oy — Oy die kanonische Abbildung. 

g ist flach. g ist genau dann ein lokaler Ringhomomorphismus, wenn y eine 
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Sekund&rspezialisierung von x ist. Ist dies der Fall, so ist g treuflach und damit 

injektiv. 

Beweis: Wir kénnen annehmen, daf X der adische Raum zu einem affinoiden Ring 

A ist. 

i) folgt aus (3.6.14 i). 

ii) Sei zunachst x analytisch. Nach (3.3.9 iii) ist jede Generalisierung von z eine 

Sekundargeneralisierung von x. Deshalb folgt die Behauptung aus (i) und (ii) in 

(3.3.9). Sei nun z nichtanalytisch. Sei v das durch x gegebene Element von Spv K 

mit K = Quot(A/supp(x)). Dann ist L kanonisch homéomorph zu der Menge aller 

Generalisierungen von v in Spv K. Hieraus folgt die Behauptung. 

iii) Ist y eine Sekundarspezialisierung von 2, so ist supp(y) = supp(x) und deshalb 

ist y analytisch. Sei nun y eine echte Primarspezialisierung von x, also y = x | H, 

wobei H eine konvexe Untergruppe von [, ist mit H #T,. Es ist z(a) > A fir jedes 

a € A°°, da 2(a) kofinal in (I'z)oo fiir jedes a € A°°. Also ist y(a) = oo fiir jedes 

a € A? und deshalb ist y nichtanalytisch. . 

iv) Nach (3.6.5 i) ist O(U) — Oy flach fiir jede rationale Teilmenge U von X, die y 

enthalt. Deshalb ist Oy = lim O(U) — Og flach. Nach (1.1.11) ist g genau dann ein 

lokaler Ringhomomorphismus, wenn y eine Sekundarspezialisierung von z ist. 

Sei gc > y eine Sekundarspezialisierung auf einem adischen Raum X. Nach 

(3.6.16 iv) ist der lokale Ringhomomorphismus Oy — QO; injektiv. Wir haben schon 

in (3.4.4) gesehen, da8 Oy — Or im allgemeinen nicht surjektiv ist, wenn x und 

y analytische Punkte sind. (In (3.4.4) wurde zwar vorausgesetzt, da k algebraisch 

abgeschlossen ist, aber das Beispiel gilt analog, wenn a eine diskrete Bewertung ist.) 

Wir werden spater an einem Beispiel zeigen, daB Oy — O, auch dann im allgemeinen 

kein Isomorphismus ist, wenn z und y nichtanalytische Punkte sind (siehe (3.7.3 vi)). 

Ist jedoch X der adische Raum zu einem diskreten affinoiden Ring, so folgt aus der 

Konstruktion von O in (1.5), da8 Oy — O, ein Isomorphismus ist. 

Bemerkung 3.6.17. i) Sei A ein f-adischer Ring, der einen noetherschen Definiti- 

ousting besitzt. Seien A; und A2 zwei Ganzheitsringe von A mit A; C Ag. Seien 

Y und X die adischen Raume zu den affinoiden Ringen (A, Aj,) und (A, Ag). Sei 

(vy, ): X — Y der Morhpismus, der durch die Inklusion (A, A1) > (A, Az) induziert 

wird. Fir diesen Morphismus (¢, 7) gilt dann entsprechend (3.3.13), wobei jedoch in 

(iii) das Wort ,,Generalisierungen“ durch das Wort ,,Sekundargeneralisierungen“ zu 

crsetzen ist.
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ii) In der Situation von (i) gelten auch analog die Beispiele aus (3.3.15), wobei der 

Abschlu8 U von U zu ersetzen ist durch die Menge aller Sekundarspezialisierungen 

aller Punkte von U. 

Beweis: i) Die Punkte (i) und (ii) aus (3.3.13) lassen sich in unserer Situation 

vollkommen analog beweisen. Zum Punkt (iii) in (3.3.13). Wir iibernehmen die 

Notationen des dortigen Beweises. Sei G die Menge aller Sekundargeneralisierungen 

von yin Y. Das kleinste Element von G liegt in p(X). Deshalb ist Z nicht leer. Nach 

der Darstellung von G im Beweis von (3.6.16 ii) ist sofort zu sehen, da8 L = y(X)NG 

eine konstruierbare Teilmenge des spektralen Raums G ist. Deshalb hat L ein groBtes 

Element. Man kann den Beweis von (3.3.13 iii) ibernehmen, der wesentliche Punkt 

ist die Gleichung 

(1) DN y(X)=E 
Wir zeigen (1). Die Relation FE C DN ¢y(X) ist klar. Sei nun v ein Element von 

DO y(X). Wir arbeiten in Spv A. Da v nach y spezialisiert, gibt es nach (1.1.14) 

einen Punkt u von Spa A, fir den gilt 

(2) u ist eine verallgemeinerte Primarspezialisierung von v. 

(3) y ist eine Sekundarspezialisierung von u 

Aus (2) folgt, daB mit v € y(X) auch u € y(X). Damit erhalten wir mit (3), da 

ué€L. Da «x das grobte Element von L ist, spezialisiert u nach x. Wir haben also 

v>u> «x und deshalb ist v € E. Damit ist (i) bewiesen. 

Der Beweis von (ii) sei dem Leser tberlassen. 

Bemerkung 3.6.18. Sei X ein affinoider adischer Raum. Nach (3.6.16 ii) ist die 

Menge CG aller Sekundargeneralisierungen eines Punktes von X ein spektraler Raum. 

G ist sogar ee prokonstruierbare Teilmenge von X. Weiterhin ist nach (3.6.17 ii) die 

Menge aller Sekundarspezialisierungen aller Punkte einer rationalen Teilmenge von X 

prokonstruierbar (da Bild einer spektralen Abbildung). Dies legt folgende Vermutung 

nalie, die auch richtig ist: 

is gibt (genau) eine Topologie 7 auf X, so daf& (X,7) ein spektraler Raum ist, 

der dieselben konstruierbaren Teilmengen wie X hat und dessen Spezialisierungen 

die Sekundarspezialisierungen von X sind. (Da auf X, gilt Spezialisierung = Se- 

kundarspezialisierung, ist T | Xq die gegebene Topologie von Xa.) (vgl. (3.11.29)). 

Sei X ein affinoider adischer Raum. Sei M ein O(X)-Modul und sei (Mj; | 7 € I) die 

Familie der endlich erzeugten O(X)-Untermoduln von M. Nach (3.6.2) haben wir zu 

jedem M; die Garbe M; ® QO. Wir definieren
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M @0:=limM; ® 0, 
sel 

wobei lim der induktive Limes in der Kategorie der O-Modulgarben ist. (N.B. 

Betrachten wir X nur als lokal geringten Raum, so definiert die Identitat O(X) > 

O(X) einen Morphismus lokal geringter Raume y: X — Spec O(X). Ist M die durch 

M gegebene quasikoharente Garbe auf Spec O(X), so gilt M @O = y*M). 

Proposition 3.6.19. i) Fiir jede rationale Teilmenge U von X ist (M @ O)(U) = 

M ®o(x) O(U) und H?(U, M @ O) = 0 fiir jedes p > 0. 

ii) Fir jede O-Modulgarbe F auf X hat man eine Bijektion Hom gx)(M,F(X)) = 

Hom o(M @0O,F). 

iii) Der Funktor M +> M @ O von der Kategorie der O( X)-Moduln in die Kategorie 

der O-Modulgarben ist exakt und volltreu. 

iv) Sind f:X -—» Y ein Morphismus affinoider adischer Raume und N ein Oy(Y)- 

Modul, so ist f*(N @ Oy) = (N @o,(y) Ox(X)) @ Ox. 

v) Sind f: X — Y ein Morphismus affinoider adischer Raume, so daf die Abbildung 

f*: Oy(Y) — Ox(X) offen ist, und M ein Ox(X)-Modul, so gilt f,(M ® Ox) = 

M ®@ Oy. 

Beweis: i) Fur jede rationale Teilmenge U von X und jedes p > 0 gilt 

H?(U, lim M; ® O) = lim H?(U, M; ® QO). Deshalb folgt (i) aus (3.6.2). 
rel 1€l 

ii) und iv) sind klar. 

iii) Die Exaktheit des Funktors folgt aus (3.6.5 i), die Volltreuheit folgt aus (i) und 

(ii). 

iv) Sei B ein Definitionsring von Oy(Y). Dann ist f*(B) ein Definitionsring von 

Ox(X). Sei U = R(#) eine rationale Teilmenge von Y. Da f*:Oy(Y) - Ox(X) 

adisch ist, ist f-1(U) eine rationale Teilmenge von X ( (3.1.18) ). In der Lokalisation 

Oy(Y)s haben wir den Unterring C:= Bit | h € Hj. Mit (2.3.8 ii) und (2.3.15) 

erhalten wir 

Oy(U) @oy(Y) Ox(X) = (Oy(Y)s @c C) @oy(Y) Ox(X) = 

(Oy (Y)s ov) Ox(X)) @c C = Ox(X)s @o C = Ox(f7"(U)). 

Deshalb gilt
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f(M @ Ox)(U) = (M @ Ox)(fF"(V)) = M ®o,x¢x) OF -1(U)) 

= M ®o,(v) Oy(U) = (M @ Oy)(U). 

Eine O-Modulgarbe F auf X ist quasikoharent (bzw. quasikoharent und von end- 

lichem Typ) ( [EGA*], 0.5.1.3 und 0.5.2.1) genau dann, wenn es zu jedem z € X 

eine rationale Teilmenge U von X und einen O(U)-Modul M (bzw. endlich erzeugten 

O(U)-Modul M) gibt, so daB re U und F[USM @(O|UV). 

Aus (3.6.5 ii) folgt: Hat O(X) einen noetherschen Definitionsring, tiber dem O(X) 

endlich erzeugt ist, so ist eine O-Modulgarbe F auf X genau dann koharent, wenn F 

quasikoharent und von endlichem Typ ist. 

Satz 3.6.20. Seien X ein affinoider adischer Raum und F¥ eine quasikoharente O- 

Modulgarbe von endlichem Typ. Dann ist F(X) ein endlich erzeugter O(X)-Modul 

und F = F(X) @ 0. 

Satz 3.6.21. Seien X ein affinoider adischer Raum, M ein O(X)-Modul und F eine 

quasikoharente Untergarbe von M @ QO. Dann gibt es einen Untermodul N von M 

mit F=NeO0. 

Korollar 3.6.22. Jede quasikoharente Idealgarbe auf einem affinoiden adischen 

Raum X ist von der Form J @ O, wobei J ein Ideal von O(X) ist. 

Wir beweisen (3.6.20) und (3.6.21) im Abschnitt (3.9). Bis dahin werden wir (3.6.22) 

schon zum Beweis einiger Satze verwenden. Natiirlich ist der Beweis von (3.6.21) 

unabhangig von diesen Satzen. 

Definition 3.6.23. Seien X ein adischer Raum und TZ eine quasikoharente Idealgarbe 

auf X. Ein Morphismus adischer Raume g: Y — X heift abgeschlossene Einbettung 

zur Idealgarbe Z, wenn er folgende Eigenschaft hat: Es ist im(g*(Z) + Oy) = 0 und 

ist f: Z — X ein Morphismus in (VL)top mit im(f*(Z) + Oz) = 0, so gibt es genau 

einen Morphismus h: Z > Y in (VL)top mit f = goh. 

Ein Morphismus adischer Raume Y > X heift abgeschlossenée Einbettung, wenn er 

eine abgeschlossene Einbettung zu einer quasikoharenten Idealgarbe von X ist. 
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Lemma 3.6.24. Seien X der adische Raum zu einem vollstandigen affinoiden Ring 

A, I ein Ideal von A und Y der adische Raum zu dem affinoiden Ring A/I. Dann ist 

der Morphismus Y — X, induziert durch die kanonische Abbildung A — -A/J, eine 

abgeschlossene Einbettung zu der Idealgarbe I @ Ox. ; 

Beweis: (3.2.9 ii) und (3.2.10). 

Ist f: Y — X eine abgeschlossene Einbettung zu einer quasikoharenten Idealgarbe Z 

auf X und ist U eine offene Teilmenge von X, so ist f: f-1(U) — U eine abgeschlos- 

sene Einbettung zu der Idealgarbe J | U. Deshalb folgt mit (3.6.24), daB zu jeder 

quasikoharenten Idealgarbe auf einem adischen Raum eine abgeschlossene Einbettung 

existiert. Ebenso erhalten wir mit (2.3.33 iii) und (3.6.24): Ist f:Y — X eine abge- 

schlossene Einbettung zu einer quasikoharenten Idealgarbe Z auf X, so ist ZJ durch f 

cindeutig bestimmt, namlich J = ker(Ox — fsOy). Somit gilt 

Lemma 3.6.25. Sei f:Y —> X ein Morphismus adischer Raume. Gibt es eine 

offene Uberdeckung (U; |i € I) von X, so da f: f-1(U;) + U; eine abgeschlossene 

Einbettung ist fir jedes : € J, so ist f eine abgeschlossene Einbettung. 

Seien X ein adischer Raum und 7 eine quasikoharente Idealgarbe auf X. Eine 

abgeschlossene Einbettung zu Z kann man folgendermaien konstruieren. Sei Y die 

abgeschlossene Teilmenge {x € X | T, # Ox,z} von X. Auf Y betrachten wir die 

garbe von Ringen Oy: = (Ox/T) | Y. Fir jedes x € Y induziert die Bewertung vz 

von Ox., eine Bewertung wz von Ox,/Z2 = Oy. Man kann Oy auf genau eine 

Weise zu einer Garbe topologischer Ringe machen, so daf fiir jede offene affinoide 

Teilmenge U von X mit J | U = Z(U) @ (Ox | U) (nach (3.6.22) ist dies fiir jede 

offene affinoide Teilmenge von X der Fall, was wir hier aber nicht bendtigen) die 

surjektive Abbildung Ox(U) —- Oy(U NY) eine Quotientenabbildung ist. Damit 

erhalten wir ein Objekt Y = (Y,Oy,(wz | « € Y)) der Kategorie (VL)top. Es ist 

Y ein adischer Raum. Der kanonische Morphismus Y — X ist eine abgeschlossene 

Kinbettung zu Z. Y heift der abgeschlossene Teilraum von X zu der Idealgarbe 7. 

Lemma 3.6.26. Seien A ein affinoider Ring und J ein Ideal von A. Sei f:Spa A /jI- 

Spa A die kanonische Abbildung. Dann gibt es zu jeder rationalen Teilmenge U von 

Spa A/T eine rationale Teilmenge V von SpaA mit U = f-1(V). 

Beweis: Seien s ein Element von A/I und T eine endliche Teilmenge von A/I mit 

U = R(4). Seien g ein Element von A und H eine endliche Teilmenge A mit r(g) = s
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und r(H) =T, wobei r der Ringhomomorphismus A —> A/T ist. Nach (3.1.20) gibt 

es eine endliche Teilmenge LZ von A, so da L - A offen ist und v(£) > v(g) fiir jedes 

v € f(U). Dann gilt f-1(R(2Y)) =U. 

Proposition 3.6.27. Seien X ein affinoider adischer Raum und f:Y — X ein 

Morphismus adischer Raume. f ist genau dann eine abgeschlossene Einbettung, 

wenn Y affinoid und (Ox(X), OF(X)) > (Oy(Y), OF(Y)) eine Quotientenabbildung 

affinoider Ringe ist. 

Beweis: (3.6. 22) und (3.6.24) 

Ein Morphismus adischer Raume f:Y — X heifSt lokal abgeschlossene Einbettung, 

wenn es eine offene Teilmenge U von X mit f(Y) CU gibt, so da8 die Restriktion 

Y — U eine abgeschlossene Einbettung ist: Die folgenden beiden Lemmata folgen 

unmittelbar aus (3.6.25). 

Lemma 3.6.28. Sei f:¥ — X ein Morphismus adischer Raume. f ist eine lokal 

abgeschlossene Kinbettung, wenn es zu jedem x € f(Y) eine offene Umgebung U von 

gin X gibt, so daB f: f-1(U) — U eine lokal abgeschlossene Einbettung ist. 

Lemma 3.6.29. Sei f:Y — X eine lokal abgeschlossene Einbettung. Ist f(Y) 

abgeschlossen in X, so ist f eine abgeschlossene Einbettung. 

Entsprechend zu (3.6.23) definiert man (lokal) abgeschlossene Einbettungen fiir ana- 

lytische Raume. (3.6.24) - (3.6.29) gelten dann analog fit analytische Raume.
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3.7. EINFACHE BEISPIELE ADISCHER RAUME 

~ (3.7.1) Seien A ein noetherscher adischer Ring und X der adische Raum zu dem affinoi- 

den Ring (A, A). Sei Y:= {x € X | vz ist eine triviale Bewertung }. Es ist Y C Xne 

und Xna ist die Menge aller Sekundarspezialisierungen aller Punkte von Y ((3.6.16 ii)). 

Nach (1.3.14 ii) ist Y prokonstruierbar in X. Die Retraktion r:X + Y,xw az | cI; 

ist spektral. Y zusammen mit der Garbe topologischer Ringe rxOx = Ox | Y ist das 

formale Schema zu dem vollstandigen adischen Ring A,(Y,Ox | Y) = Spf A. 

Sei nun A ein f-adischer Ring, der endlich erzeugt ist tiber einem noetherschen De- 

finitionsring D von A. Seien X der adische Raum zu dem affinoiden Ring (A, At), 

wobei A+ ein Ganzheitsring von A ist mit D C A+. Wir setzen Y:= {x € X | vz 

ist eine triviale Bewertung } und Z:= {x € X | x hat eine Primarspezialisierung 

in Y} = {x € X | z hat eine Spezialisierung in Y}. Z ist eine offene Teil- 

menge von X. Denn ist T ein endliches Erzeugendensystem von A tiber D, so gilt 

Z= {x €X | vz(t) > 0 fur jedes t € T}. Dies zeigt auch, daf der offene Teilraum 

Z von X der adische Raum zu dem affinoiden Ring (B, B) ist, wobei B der Ring 

A versehen mit der (A° - A)-adischen Topologie ist. Nach obigem ist (Y,Ox | Y) 

das formale Schema zu dem vollstandigen adischen Ring B. X ist genau dann ein 

analytischer Raum, wenn Y = 9. 

Beispiel 3.7.2. Sei A ein diskreter Bewertungsring (vom Rang 1). Wir versehen 

A mit seiner Bewertungstopologie, d.h. mit der m-adischen Topologie, wobei m das 

maximale Ideal von A ist. Sei X der adische Raum zu dem affinoiden Ring (A, A). 

Der X zugrundeliegende topologische Raum besteht aus einem offenen (analytischen) 

Punkt 2 und einem abgeschlossenen (nichtanalytischen) Punkt y. Die topologischen 

Ringe Ox(X) und Ox({z}) sind die Vervollstandigungen von A und Quot (A) nach 

der Bewertungstopologie von A. 

Beispiel 3.7.3. Seien A ein diskreter Bewertungsring, s ein erzeugendes Element des 

maximalen Ideals von A, K der Quotientenkérper von A und / der Residuenk6rper von 

A. Wir versehen den Polynomring in einer Variablen A[T] mit der s - A[T']-adischen 

Topologie. Sei X der adische Raum zu dem affinoiden Ring (A[T], A[T)]). 

Xa ist die rationale Teilmenge R(*). In der Notation von (3.4.2) ist Xq der 1- 

dimensionale Einheitspolyzylinder tber K. 

Wir identifizieren Xna (als topologischen Raum) mit Spv+(A[T]/s - A[T]) = 

Spv +(i[T]). Fir jedes Primideal p von [[T] sei v(p) die triviale Bewertung von /[T|
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mit Trager p und ftir jedes maximale Ideal p von /[T] sei w(p) die durch den Be- 

wertungsring |[T]) gegebene Bewertung von [7]. Dann gilt Spv+(i[T]) = {v(p) | 

p € Spec![T]} U {w(p) | p € Maxi[T]}, und v(0) > w(p) 5 v(p)(p € Maxi[T]) 

sind sdmtliche nichttrivialen Spezialisierungen in Spv +(i[T']). (Dabei bedeutet > Se- 

kundarspezialisierung und < Primarspezialisierung. ) 

Sei z € X die Bewertung A[T] + Z.o,a9 + a1T +... + anT" + min {a(a;) | i = 

0,...,n}, wobei a: A — Zoo die Bewertung zu A ist. Sei r:Xq + Y = {v(p) | pe 

Spec l[T]} die Restriktion der Abbildung aus (3.7.1) auf Xq. Dann gilt 

i) r~"(v(0)) = {z}. 
ii) Ist p ein Element von A[T], so daf das Bild von p in I[T] ein maximales Ideal p 

von I[T] erzeugt, so gilt 

r—\(u(p)) = {x € Xa | ve(p) > 0}, 

und die Menge {x € Xq | vz(p) > 0} ist abgeschlossen und konstruierbar in 

Xq. Ist I algebraisch abgeschlossen, so ist also {r—!(v(p)) | p € Max/[T]} die 

Menge von abgeschlossenen Kreisen {C(d;1) | d € A} mit C(d;1) = {x € X; | 

vz(T — d) > 0}. 

iii) Zu jedem p € Max/[T] gibt es genau einen Punkt u(p) € r—!(v(p)), der eine 

Spezialisierung von z ist. u(p) ist der einzige Punkt von r—}(v(p)), der eine 

Generalisierung in Xq\r~!(v(p)) hat. Also ist r-!(v(p))\{u(p)} das Innere von 

r-T(v(p)). 

iv) Die Primarspezialisierungen der analytischen Punkte von X sind die folgen- 

den: Jeder Punkt z € Xa\{u(p) | p € Maxi[T]} hat genau eine echte 

Primarspezialisierung, namlich x > r(x), und jedes u(p)(p € Max/[T]) hat zwei 

echte Primarspezialisierungen, namlich u(p) > w(p) > v(p). 

v) Fir jedes p ¢ Max/[T] gilt Ox up) = (Ox,w(p))s, ebenso Ox,2 = (Ox,x(0))s- 

vi) Fir jedes p © Maxi[T] ist die kanonische Abbildung Ox wp) 

— Ox,»(o) nicht surjektiv. 

Beweis: i) Fir jedes x € Xq ist supp (z) i supp (r(z)) = {p € A[T] | z(p) > 0} 

und dominiert der zu x gehérige Bewertungsring den lokalen Ring A[T]supp(r(z))- Der 

Trager von v(0) ist das Primideal s - A[T] und die Lokalisation A[T],.4;7) ist der 

Bewertungsring zu z. Hieraus folgt r—1(v(0)) = z. 

ii) klar. 
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iii) Die Spezialisierungen von z in Xq entsprechen eineindeutig den Bewertungsringen 

des Residuenkérpers I(T) von A[T "e. AIT} die [7 umfasseti; d-h: den Lokalisationen 

UT]p mit p. € Maxl[T]. Die dutch I[T]p gézebetie Spesléhsierung u(p) voii z wird 

unter r auf v(p) abgebildet. 

Sei x ein Element von r—!(v(p)), das eine Generalisierung y in Xa\r-1(v(p)) hat. Da 

r stetig ist, ist r(x) € Y eine Spezialisierung von r(y) € Y. Da x € r~!(v(p)) und 

y Er—1(v(p)), ist r(x) A r(y). Deshalb r(y) = v(0). Aus (i) folgt y = z und somit — 

x = u(p). | | 
iv) Aus der Definition von u(p) im Beweis von (iii) folgt u(p) > w(p) > v(p). 

Sei x ein Punkt von Xa, der zwei echte Primarspezialisierungen hat, 2 > w > v. 

Da w,v € Xna, gibt es ein p € Maxl[T] mit w w(p) und v = v(p). Da 

v(0) eine Sekundargeneralisierung von w(p) ist, gibt es nach (1.1.15 iv) eine Se- 

kundargeneralisierung y von x in Spv A[T], so daB v(0) eine Primarspezialisierung 

von y ist. Da y 4 v(0), ist y keine triviale Bewertung von A[T]. Deshalb ist y ein 

Element. von Xa. Nach (i) gilt y = z und aus (iii) folgt dann z = u(p). 

v) Fir jedes x € X bezeichne G(x) die Menge aller Generalisierungen von z in 

X. Nach (1.1.17). ist jede Generalisierung von x eine Sekundargeneralisierung einer 

Primargeneralisierung von z. Nach (i) und (iv) ist u(p) die einzige Primargenera- 

lisierung von w(p) in Xq und ist z die einzige Primargeneralisierung von v(0) in 

Xq. Also gilt G(w(p))N Xa © G(u(p)) und G(v(0))N Xe C G(z). Deshalb gibt 

es zu jeder Umgebung U von u(p) (baw. z) in X eine Umgebung V von w(p) 

(bzw. v(0)) mit VN Xa C U. Da fur jede rationale Teilmenge l U von X gilt 

Ox(UN Xa) = Ox(UN R(Z)) = Ox(U)s, folgt die Behauptung. 

vi) Das Spezialisierungsdiagramm 

z > u(p) 

v(0) > w(p) 
liefert das kommutative Diagramm 

¥ 
Ox2 —- Oxwzp) 

[ t 

Ox ,»(0) ra Ox, w(p): 

Ware y surjektiv, so ware nach (v) auch 7 surjektiv. Aber ahnlich wie fir (7) in 

(3.4.4) kann man zeigen, da w nicht surjektiv ist.
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Beispiel 3.7.4. Sei A ein Dedekind-Ring. Auf dem Ring A[T] betrachten wir 

die T - A[T]-adische Topologie. Sei X der adische Raum zu dem affinoiden Ring 

(AIT, AIT). 
Dann ist Xq die rationale Teilmenge R(f). 

Den topologischen Raum Xpng ko6nnen wir mit Spv+(A[T]/T - A[T]) = Spv+(A) 

identifizieren. Fur jedes Primideal p von A sei v(p) die triviale Bewertung von A 

mit Trager p und fur jedes maximale Ideal p von A sei w(p) die Bewertung von A mit 

Trager (0) und zugehdrigem Bewertungsring Ap. Dann gilt Spv+(A) = {v(p) | p € 

Spec A} U {w(p) | p € Max A}, und v(0) > w(p) > v(p)(p € Max A) sind samtliche 

nichttrivialen Spezialisierungen in Spv +(A). 

Fur jedes Primideal p von A haben wir die Bewertung t(p): A[T] — Zoo, p = ao + 

aT +...+an70" +> min {2 | a; ¢ p}, wenn p ¢ p[T], und p+ oo, wenn p € p[T]. Fir 

t(0) schreiben wir auch z. Fiir jedes maximale Ideal p von A sei u(p) die Bewertung 

A[T] > (Z x Z)oo mit p = amT™ + amy T™t! +... + anT® + (m, w(p)(am)), wenn 

Gm # 0, und p+ oo, wenn p = 0. Dabei tragt Z x Z die lexikographische Anordnung. 

Es ist t(p) € Xu fur jedes p € Spec A und u(p) € Xq fiir jedes p € Max A. 

Sei r:Xq > Y = {v(p) | p € Spec A} die Einschrankung der Abbildung aus (3.7.1) 

auf Xq. Es gilt | . | 

i) r“1(v(0)) = {z}. 

ii) Sei L eine Teilmenge von A, so da8 p:= L.A ein maximales Ideal von A ist. 

Dann gilt 

r—l(v(p)) = {2 € Xa |ve(l)>0 fir le L}, 

und die Menge {z € Xa | vz(l) > 0 fiir jedes 1 € L} ist abgeschlossen und 

konstruierbar in Xq. 

iii) Fir jedes p € Max A ist u(p) ein Element von r—!(v(p)) und u(p) ist das einzige 

Element von r~!(v(p)), das eine Generalisierung in X2\r~1(v(p)) hat. Der Punkt 

z ist die einzige echte Generalisierung von u(p). 

iv) Die Primarspezialisierungen der analytischen Punkte von X sind die folgenden: 

Jedes x € Xa\{u(p) | f € Max A} hat genau eine echte Primarspezialisierung, 

namlich z > r(x), und jedes u(p)(p € Max A) hat genau zwei echte Primarspezia- 

lisierungen, namlich u(p) > w(p) > v(p). 

v) Es gilt Ox,. = (Ox,.0))r und Ox ap) = (Ox,wpy)7 flir jedes p € Max A.
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vi) Sei p ein maximales Ideal von A. Wir versehen den Quotientenkérper K von 

A mit der Bewertungstopologie von w(p). In dem 1-dimensionalen Einheitspo- 

lyzylinder tiber K EL = Spa (ATS] ay, KTS]4y) (siehe (3.4.2)) betrachten wir 

den abgeschlossenen Kreis Z:= {« € E} | ve(S) > 0}. Sei ¢ die Bewertung 

k[s] - Zoo mit a9 + a1S +...+ an5" ++ w(p)(ao), und sei u die Bewertung 

K[S] > (ZX Z)oo mit ap +aiS+...+anS" > min {(w(p)(ai),2) | 2 =0,...,n}, 

wobei Z x Z die lexikographische Anordnung tragt. 

Nach (iii) ist r~!(v(p))\{u(p)} das Innere von r-!(v(p)). Da ¢(p) ein abgeschlos- 

sener Punkt von Xq ist, ist die Menge F:= r—!(v(p))\{u(p), t(p)} offen in X. 

Ebenso ist Z\{u} das Innere von Z (denn in der Notation von (3.7.3 iii) gilt 

u = u(S)) und ist ¢ ein abgeschlossener Punkt von E},. Deshalb ist G:= Z\{u,t} 

offen in EL. Es gilt: | . 

Es gibt einen analytischen Isomorphismus 

h:GoF 

zwischen den offenen Teilraumen G und F von E} und X. Die h zugrundelie- 

gende stetige Abbildung setzt sich fort zu einem Homdomorphismus 

f:Z > r-V(v(p)) 

mit f(u) = ¢(p) und f(t) = u(p). 

Beweis: Die Punkte (i) - (v) kann man genauso wie die entsprechenden Punkte (i) 

- (v) in (3.7.3) beweisen. Wir zeigen (vi). Sie L eine endliche Teilmenge von A mit 

p = L-A und sei a ein von 0 verschiedenes Element von p. Es gilt 

(1) r-H(o(p))\(ule)} = UJ Rx AE), 
icN . 

(2) rH(v(p))\{4(0)} = Yo) 9. Rx). 
iEN 

Begriindung von (1): Wir wenden (3.4.11 i) an auf die konstruierbare Teilmenge 

r—!(v(p)) des affinoiden analytischen Raums Xq = R(4). Da r~!(v(p))\{u(p)} das 

Innere von r~!(v(p)) ist, folgt (1) aus (ii). 

Begriindung von (2): Direkt aus der Definition von ¢(p) folgt a € supp (¢(p)). Sei x ein 

Element von r~!(v(p)) mit a € supp (x). Da supp (x) C supp (r(x)) = supp (v(p)), 

ist supp (x) NA € supp (v(p))N A = p. Also supp (x)N A = (0) oder supp (z)N A = p. 

Da a # 0, folgt supp (xz) N A = p und somit p[7'] C supp (x). Sei B der zu x gehdrige 

Bewertungsring von Q:= Quot(A[T]/supp(z)). Das Bild von A[T] in Q ist in B
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enthalten. Ist p[T] € supp (x), so ist supp(z) ein maximales Ideal von A[T] und 

deshalb B = Q, was jedoch nicht méglich ist. Also gilt p[7'] = supp(z). Das Bild 

T von T in Q = (A/p)(T) liegt im maximalen Ideal von B. Also dominiert B den 

Bewertungsring (A/p)IT] 7. A/p)(T) Und stimmt deshalb mit ihm iiberein. Damit ist 

gezeigt x = t(p). Also {t(p)} = {2 € r—1(v(p)) | a(x) = 0}. Hieraus folgt (2). 

Analog zu (1) und (2) gilt 

  (3) Z\tu} =U Rey (=), 
iEN 

(4) Z\(} = UZ 0 Rey (Z)). 
EN 

((3) folgt aus (3.4.11 i) und (4) folgt aus {t} = {x € Z | x(S) = 0}.) Als nachstes — 

zeigen Wir 

(5) Sei i € N gegeben. Die Unterringe A[T][4 | | € L‘] und Ap[T][4 | 1 € L*‘] von 

A[T|r und A,[T]r versehen wir jeweils mit der T-adischen Topologie. Dann ist 

A(T [4+ | 1 € L'] ein dichter topologischer Unterring von Ap[T + [le L'). 

Denn: Sei g:= Li- A und m:= L‘- Ay. Fiir jedes n € No gilt T* - A[T][4 | 1 € L*] = 
{S > a,T* € A[T,T-"] | az € q”-* fiir jedes k < n} und T”- Ap[T][~ | 1 € L‘] = 

(Sait € Ap[T,T-] | a, € m"~* fiir jedes k <n}. Da p ein maximales Ideal von 

keZ 

A ist, gilt m™ MA = q" fur jedes n € No. Deshalb ist A(T [4+ | 1 € L*] ein topologischer 

Unterring von Ap[T][4 | 1 € L'). Die Teilraumtopologie von Ap (T+ | 2 € L*] auf Ay 

ist die m-adische Topologie. Da A dicht in Ap beztiglich der m-adischen Topologie ist, 

ist A[T][4 | 1 € L'] dicht in Ap[T][# | 1 € L*). 

Aus (5) folgt 

(6) Fir Y:= Ry (ZY) gilt: (Ox(Y), OF(Y)) ist die Vervollstandigung des af- 

finoiden Rings (Ap{T]r, ApIT I+ | 1 € L']*), wobei Ap[T]}7 mit der Topologie 

versehen ist, so da8 {T" - Ap(T][4 | 2 € L*] | m € N} ein Fundamentalsystem von 

Nullumgebungen ist. 

Fur jedes : € N setzen wir 

Liu {T} Ti 

  

Xi: = Rx( T ya Rx(—) 

, Stia LS 
Zi: = Ry a )O Rm (=): 

Nach (6) ist (Ox(Xi), OF(%)) die Vervollstandigung des affinoiden Rings 

(K[T]r, Ap[T][4 | 1 € L][E]), wobei K[T']r die Topologie tragt, so daB {T™ - 
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Ap[T][4 [le Lye] | n € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist. 

(Om (Zi), Om, (Z;)) ist die Vervollstandigung des affinoiden Rings (i [S]s, Ap[S][4 | 

le L=]9), wobei K[S]s die Topologie tragt, so da {a - Ap[S][$ | be LYE] | 

n € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen ist. Da die T-adische und die 

a-adische Topologie auf Ap[T][4 [le LE} ibereinstimmen, gibt es genau einen 

Isomorphismus affinoider Ringe 

pi: (Ox(Xi), OF(Xi)) > (Oxy (Zi), Of (4) 

mit y;(b) = b fir jedes 6 € A und vi(T) = S. y; induziert einen Isomorphismus 

analytischer Raume 

hy: Zi > XY. 

Es ist X; C Xia. und zi: C¢ Zj41 und die Restriktion von hj41 auf Zj41 stimmt mit 

h; iberein. Deshalb definieren die h; einen Isomorphismus 

hi Zi LX. 

teN 1€N 

Aus (3) und (4) folgt G = U Z; und aus (1) und (2) folgt F = U Xj. 
EN 1EN 

Sei f: Z > r—1(v(p)) die bijektive Fortsetzung von A mit f(u) = t(p) und f(t) = u(p). 

Fur 7,7 € N setzen wir 

Lu {T} T) 

  

Xj = Rx( T )AR(—) 

Li Si,a 
Zij: = Rex (J) OR (——) 

Nach 2) tatpy) von fh gilt h(Zi;) = Xi; fir alle 7,7 € N. Aus (2) folgt 

Rx(ZH)\{e@)} = LJ Xnj, und aus (3) folgt (29 Re: (44))\{u} = UL Zn. 
jEN -  geéeN 

Da t(p) € we und ue ZN Rm (4), gilt 

(7) (ZA Re ()) = Rx( Ay) fir jedes n € N, 

Wir schreiben (1) und (4) um in 

(8) {ule)} = rol) \ x) 
neN 

(9) f= (\(A\(Zn Rey (=) 
neEN
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Da u(p) ein minimaler Punkt von r—1(v(p)) ist (nach (iii)) und ¢ ein minimaler Punkt 

von Z ist, folgt aus (7), (8), (9) und dem nachfolgenden Punkt (10), da® f stetig in 

t und f—! stetig in u(p) ist. Genauso zeigt man, daf f stetig in u und f—! stetig in 

i(p) ist. 

(10) Sind Y ein spektraler Raum, y ein minimaler Punkt von Y und & eine Menge 

von konstruierbaren Teilmengen von Y mit {y} = () U, so ist L ein Fundamen- 

VEU 
talsystem von Umgebungen von y. 

Beispiel 3.7.5. Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Wir 

versehen A mit der m-adischen Topologie, und nehmen an, daf A vollstandig in dieser 

Topologie ist. Sei X der adische Raum zu dem affinoiden Ring (A, A). 

Die triviale Bewertung ¢ von A mit Trager m ist der einzige nichtanalytische Punkt 

von X. Jeder Punkt von X ist eine Primargeneralisierung von 1. 

Wir wollen Xq = X\{t} naher untersuchen. 

(A.1) Sei p ein Primideal von A mit dim A/p = 1. Dann gibt es genau ein x € X mit 

supp (x) = p. Der zu x gehérige Bewertungsring A(x) © Quot (A/p) ist endlich 

tiber A/p und diskret. Versieht man Quot (A/p) mit der Bewertungstopologie 

von A(x), so ist Quot(A/p) vollstandig und die kanonische Abbildung A — 

Quot (A/p) offen. 

Beweis: Indem wir von A zu A/p tibergehen, kénnen wir annehmen dimA = 1. 

Wir wahlen ein s € A\{0}. Dann ist sA ein Definitionsideal von A. Deshalb ist 

Quot (A) = Ag ein vollstandiger Tate-Ring, wenn wir Quot (A) mit der Gruppento- 

pologie versehen, so daB {m* | k € N} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen 

ist. Die Behauptung folgt nun aus (2.2.10). 

Wir setzen 

Z = {x € X | dim A/supp (2) = 1}. 

Nach (A.1) gilt ZC (Xa)min, Z © (Xa)max und ZC (Xa)ai= {x € X | ve ist diskret 
vom Rang 1 }. Nach (3.5.5) ist (Xa)q cdicht in Xa. Wir konnen diese Aussage 

verscharfen zu 

(A.2) Die Menge Z ist c-dicht in Xa. Es gilt sogar: Ist Q eine v-konstruierbare 

Teilmenge von X mit Q1 Xa #9, so ist QNZ £9.
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Nach (3.4.9) sind die beiden Aussagen von (A.2) aquivalent. 

Beweis: Sei Q eine v-konstruierbare Teilmenge von X mit QN Xq # 9. Um zu zeigen, 

da8 QN Z #90, kénnen wir annehmen 

Q={re x | c(a;) > 2(b;) und a2(c¢;)>a(d;) fir i=1,...,n} 

mit a;,b;,c;,d; € A. Sei v € Q mit ht(m/supp(v)) > 2. Wir zeigen: Es gibt ein 

w € Q mit supp (v) € supp (w) und ht(supp (w)/supp (v)) = 1. Da At(m) endlich ist, 

ist damit (A.2) bewiesen. 

Es ist v(d;) # 00 fiir i = 1,...,n. Ist 7 ein Element von {1,...,2} mit v(b;) = 00, so 

ist auch v(a;) = oo, und da wir w so konstruieren werden, dai supp (v) C supp (w), 

ist dann w(a;) = oo und deshalb w(a;) > w(b;). Wir kénnen also ohne Einschrankung 

annehmen v(};) # oo fir i =1,...,n. 

Dann kénnen wir in Quot (A/supp (v)) die Quotienten gi @ bilden. Sei B der Unter- 

ring A/supp (v)[#, # |? =1,...,n] von Quot (A/supp(v)). Es gilt 

(1) Es gibt ein Primideal p von B, so dah ht(p) > 2,7 € p fir: = 1,...,n und 

m/supp (v) C p. 

Denn: Sei n das maximale Ideal des Bewertungsrings A(v) von v. Da B C A(v), 

ist nM B ein Primideal von B. Es ist z ennB fur 2 = 1,...,n. Weiterhin 

ist nN B € f-1(m/supp(v)), wobei f:SpecB — Spec A/supp(v) die kanonische 

Abbildung ist. Wir unterscheiden drei Falle. . 

1. Fall: nf B hat eine echte Spezialisierung p in f-!(m/supp(v)). Dann ist (0) ¢ 

nnB g p und deshalb gilt (1). 

2. Fall: nM B hat eine echte Generalisierung q in f-!(m/supp(v)). Dann gilt 

(0) £ q | nN B und deshalb ist (1) mit p= nN B erfillt. 

3. Fall: nM B hat keine echte Spezialisierung und keine echte Generalisierung in 

f-1(m/supp (v)). 
Da der spektrale Raum f~!(m/supp (v)) nur endlich viele minimale Punkte hat, ist 

dann nO B isoliert in f—!(m/supp (v)). Da A vollstandig ist, folgt aus [EGA], IT. 6.2.5, 

da8 Bang endlich ttber A/supp (v) ist. Dann ist ht(nN.B) > 2, da ht(m/supp (v)) > 2. 

Also ist (1) mit p =n B erfiullt. 

(2) Zu jedem Primideal p von B mit hi(p) > 2 gibt es ein Primideal q von B mit 

q g p und At(qM A/supp (v)) = 1. 

Denn: Da nach (2.2.11) By unendlich viele Primideale der Héhe 1 hat, gibt es 

unendlich viele Primideale q von B mit q C p und ht(q) = 1. Sei h das Bild von 
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n 

II bd; in A/supp(v). Da hk ¥ 0, gibt es nur endlich viele Primideale q von B mit 

i=] 

h € q und At(q) = 1. (Denn ist q ein Primideal von B mit h € q und ht(q) = 1, so ist 

q/hB ein minimales Primideal von B/hB.) Also gibt es ein Primideal q von B mit 

q Cp, At(q) = 1 und h #q. Nach Definition von B gilt B, = (A/supp(v)),. Deshalb 

hat qM(A/supp (v)) die Hohe 1. a 

Wir wahlen nun gemaf (1) und (2) Primideale p und q von B, so da$ # € p 

fir 7 = 1,...,n,m/supp(v) C p,q ¢ p und At(qM A/supp(v)) = 1. Sei wu eine 

diskrete Rang 1 Bewertung von B, so da’ supp(u) = q und der Bewertungsring 

von u den lokalen Ring (B/q)y/q dominiert ((EGA*], 0.6.5.8). Fir w:= u | A gilt 

w € Q,supp(v) C supp (w) und At(supp (w)/supp (v)) = 1. 

(A.3) Seien z ein Element von Z und U eine rationale Teilmenge von X mit r EU C 

' Xq. Dann ist {f € Ox(U) | f(x) = 0} ein maximales Ideal von Ox(U). 

Beweis: Sei U = R(4) mit TC Aunds € A. Den Kérper K: = Quot (A/supp (z)) 

versehen wir mit der Bewertungstopologie von A(z). Die kanonische Abbildung 

yp: A(4) = A, — K ist stetig. Nach (A.1) ist K vollstandig. Deshalb setzt sich 

y fort zu einem Morphismus ¢:Ox(U) = A(z) — K. DaU C Xa, ist s € m und 

daher supp (z) - As ein maximales Ideal von As. Also ist y und damit erst recht ¢ 

surjektiv. 

Bemerkung. i) Ist A von gleicher Charakteristik, so gilt auch die Umkehrung von 

(A.3): Sind z ein Element von X und U eine rationale Teilmenge von X, so daf 

teUCc Xz, und {f € Ox(V) | f(z) = 0} ein maximales Ideal von Ox(U) ist, so ist 

z ein Element von Z. 

Ich wei® nicht, ob dies allgemein gilt. 

ii) Der Beweis von (A.3) zeigt, da Quot (A/supp(x)) der Residuenkorper von Ox,z 

ist fir jedes « € Z. 

In den folgenden beiden Punkten (A.4) und (A.5) bringen wir Xq mit bekannten 

analytischen Raumen in Verbindung. 

(A.4) i) Seien R ein vollstandiger diskreter Rang 1 Bewertungsring und a # 0 ein Ele- 

ment des maximalen Ideals von R. Den Quotientenkérper K von R versehen wir 

mit der Bewertungstopologie von R. Sei E% der n-dimensionale Einheitspoly- 

zylinder iiber K, also E% = Spa(K(U), K(U)°) mit U = (Ui,...,Un). In EX



Ai 

172 

betrachten wir den abgeschlossenen Polyzylinder Y = {x € E% | z(U;) > 0 fir 

ga 1,...,n}.- 

Wir nehmen an 

  

A= R[[Xi,..., Xa]. 

- Dann gibt es einen Isomorphismus analytischer Raume 

X\V(a) & int(Y), 

wobei V(a) = {x € X | a(x) = 0} und int(Y) das Innere von Y in E% ist. 

Beweis: Sei W der analytische Raum .zu dem affinoiden Ring (K((X1,...,Xn)), 

K(X,...,Xn))°). Sei L die Menge {a,X1,..., Xn}. Da die (a)-adische und die 

(L)-adische Topologie des Rings R[[Xi,..., Xn]}[4 | 1 € L*‘] aibereinstimmen, erhalt 

man unmittelbar kanonische Isomorphismen 

Lt Li 
vi Rx(—-) > Rw(—) 

(i € N). Wir haben Rx(= ‘) Cc fag( und Rw(£) Cc Rw (=) und yj+41 ist die 

Restriktion von y;. Deshalb definieren die y; einen Isomorphismus 

oJ Rx(%) ~ rw(~) 
1EN iEN 

Li 
Es gilt | J Rx(Z = X\V(a ), und [J Rw (— 

tEN tEN 

0 fir: =1,. any} in W (nach (3.4.11 i)). Die Behauptung folgt nun aus (3.5.10 1). 

) ist das Innere von {w EW | w(X;) > 

Bemerkung. Sei y: X\V(a) — int(Y) der Isomorphismus aus (A.4). Aus (A.3) 

folgt y(Z\V(a)) © int(Y) N Max» K(U). Es gilt aber sogar y(Z\V(a)) = int(Y) A 

Max yK(U) (vgl. Bemerkung im Anschlu8 von (A.3)). 

(A.5) Sei & ein Korper. Wir nehmen an 

A= k[Xi,...,XaJ]. 
J 

  In X haben wir die rationalen Teilmengen R( Magan) = l,...,n, die Xq 

Uberdecken. Fir jedes i € {1,...,n} gibt es einen Isomorphismus analytischer 

Raume
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X1,..-,Xn ~ n—-1 

X= Fem 
wobei der LaurentreihenkGrper k((T)) mit der Topologie der kanonischen Bewer- 

tung von k((T')) versehen ist. 

Beweis: Wir schreiben k[[X1,...;Xn]] = &[[X1]][[Xo,...,Xn]]. Nach dem Beweis 

von (A.4) ist R(Atg%n ) isomorph zu der rationalen Teilmenge Ry(= Cy Un) von 

E, wobei E = Ex(x,)) und U2,...,U, die Koordinatenfunktionen von FE sind. Die 

Raume FE und Reg Xr Van) sind isomorph. 
x1 

  

Ist A in Potenzreihenring tiber einem KGrper, so hat nach (A.5) jeder Punkt von Xa 

eine offene Umgebung, die ein geometrischer Raum ist. Im allgemeinen ist jedoch Xa 

kein geometrischer Raum, wie die folgendé Rechnung zeigt. 

(A.6) Ist A = k[[S,T]] der Potenzreihenring in zwei Variablen tiber einem Korper, so 

gilt . 

i) Die kanonische Abbildung A — Ox(Xq) ist ein Isomorphismus topologischer 

Ringe. Also hat Ox (Xa) keine topologisch nilpotente Einheit und deshalb ist Xa 

kein geometrischer Raum. 

ii) Es ist H1(Xa,Ox) £0. Deshalb ist Xq nicht affinoid. 

Beweis: Wir betrachten die topologischen Ringe A(34), A(3), A(z, ary, Fiir die 

Lokalisationen Ag, Ar, Asp konnen wir schreiben 

Ag = { S- aijS'T) |ajj Ek undes gibtein ne Z, 
1,jEZ 

sodaS aj;=0 fir (7,7) ¢ [n, co[x[0, oof} 

Ar = {> aj S*T) [aij Ek undesgibtein née Z, 

1,jEZ 

soda$ aj =0 fir (7,7) ¢ [0, co[x[n, oof} 

Agr = ‘o> ai;S'T) | aij Ek und es gibt ein neéZ, 

1,j€Z . 

sodaB aj;=0 fiir (2,7) ¢ [n, co[x[n, cof}. 

Die Mengen {m"A[Z] | n € N}, {m? A[S] | n © N}, {m" A[Z, §] | n € N} bilden jeweils 
, ST) 4(ST\ a( SC ST ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von A(=-), A(=-), A(=3-, 7). Es gilt 

mA[Z] = { 5> aijS'TI € Ag |aij=0 fir i+ j <n} 
ijeZ ,
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mA[S]={ So aijS'Tie Ap lay =0 fir i+j <n} 
#j3EZ 

mAlZ, s]= = {> aj; S*TI € Ast | aij = 0 fiir 2 +5 <n} 

1,jEZ 

Wir betrachten die Sequenz stetiger A-Modulhomomorphismen 

S,T 

S 

mit a(a) = (a,a) und A(a, 6) = a — b. Es gilt 

(1) Die Sequenz (*) ist exakt, und a und @ sind strikt. 

(2) im(@) ist nicht dicht in A(2E, BP), 

Begriindung: Die Exaktheit von (+) ist klar. Aus m? = a-l(m" A[Z] x m* A[#]) folgt 

die Striktheit von a. Da B(m A[Z] x m” A[#]) = m°A[Z, 3] fir jedes n € N, ist 6 

offen. Insbesondere ist im(f) abgeschlossen, aber es ist S~!T—-! ¢ im({). 

Wir betrachten nun die Uberdeckung {R(SF), R(FA4)} von Xqg. Es gilt 

Ox(R(2F)) = ACES, Ox( RAF) = AGFA und Ox( RCAF) 9 RF) 
A(Sz, SrA, Aus (1) und [B], III.2.12 Lemma 2 folgt, da8 die Vervollstandigung 

von (*) eine exakte Sequenz mit strikten Differentialen ist. Hieraus folgt (i). Da nach 

(2) B nicht surjektiv ist, gilt H1(X.,Ox) £0. 

5,T S,T (*) 0 A-% A(Z2=) x ACP af) 4 p APE, 75) 

i 

(A.7) Sei a ein Element von A, so da8 es einen diskreten Rang | Bewertungsring (R, n) 

und einen lokalen Ringhomomorphismus y: R — A gibt, so da® a € y(n) und 

A/m separabel iiber R/n ist. Dann ist X\V(a) ein geometrischer Raum. 

Beweis: Nach [M], Theorem 83 gibt es ein kommutatives Diagramm 

S— S/nS — A/m 

[ t 

 R — A, 
p 

wobei S ein diskreter Rang 1 Bewertungsring ist. Da S/nS separabel iiber R/n und 

damit glatt tiber R/n ist ({M], 28. I), ist S formal glatt tiber R in der nS-adischen 

Topologie ([M], Theorem 82). Deshalb gibt es einen Ringhomomorphismus #: S — A, 

der das obige Diagramm kommutativ erganzt. Indem wir y: R — A durch ~:S > A 

ersetzen, konnen wir annehmen R/n = A/m. 

Sei r1,...,%» ein Erzeugendensystem von m.. Sei-o: R[[X1,...,Xn]] — A der stetige 

R-Algebrenhomomorphismus mit o(X;) = 2; fir 7 =1,...,n.0 ist surjektiv. 

Sei Y der adische Raum zu dem affinoiden Ring (B, B), wobei B:= R[[X1,..., Xn]
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und B mit der (n,.X,...,Xn)-adischen Topologie versehen ist. Sei 6 ein Element 

von n mit y(b) = a. Nach (A.4) ist Y\V(b) ein geometrischer Raum. o induziert 

éine abgeschlossene Einbettung f:X 4 Y: Da f-1(V(b)) = V(a), ist X\V(a) ein 

abgeschlossener Teilraum von Y\V(b). Hieraus folgt, da8 X\V(a) ein geometrischer 

Raum ist. 

(A.8) i) Ist A von gleicher Charakteristik, so ist X\V(f) ein geometrischer Raum fir 

jedes f € m; insbesondere hat jeder Punkt von Xq eine offene Umgebung, die ein 

geometrischer Raum ist. 

ii) Ist p die Charakteristik von A/m, so ist X\V(p) ein geometrischer Raum. 

iii) Ist p: = char(A/m) > 0 und char(A/p) = 0 fiir jedes minimale Primideal p von 

A, so hat kein Punkt von V(p) eine offene Umgebung in X, die ein geometrischer 

Raum ist. 

Beweis: i) A ist eine k-Algebra mit k = Q oder k = Fy. Zu jedem f € m haben wir 

den k-Algebrenhomomorphismus ¢: k[[T]] + A mit y(7') = f. Die Behauptung folgt 

nun aus (A.7). 

ii) Wir konnen annehmen p > 0. Wir haben dann den lokalen Ringhomomorphismus 

Zyz, — A. Mit (A.7) erhalten wir die Behauptung. 

iii) Sei « € V(p) gegeben. Sei U eine rationale Umgebung von x in X. Da Ox(U) 

flach tiber A ist ((3.6.5)), hat Ox(U) ein Primideal p mit char(Ox(U)/p) = 0. Da 

z € U, hat Ox(U) auch ein Primideal p mit char(Ox(U)/p) > 0. Deshalb kann 

Ox(U) keine Algebra tiber einem K6rper sein und daher ist U kein geometrischer 

Raum. 
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3.8. ADISCHE MORPHISMEN UND MORPHISMEN VON ENDLICHEM TYP 

Definition 3.8.1. Ein Morphismus f:X — Y zwischen.adischen Raumen heift 

adisch, wenn es zu jedem x € X eine offene affinoide Umgebung U von x in X und 

eine offene affinoide Umgebung V von f(z) in Y mit f(U) C V gibt, so da& der 

Ringhomomorphismus Oy(V) - Ox(U) adisch ist. 

Entsprechend wie in (3.3.22) beweist man 

Proposition 3.8.2.. Seien f: X — Y und g:Y — Z Morphismen zwischen adischen 

Raumen. 

i) Sind f und g adisch, so ist g o f adisch. 

ii) Ist g o f adisch, so ist f adisch. - 

iii) Sind U und V offene Teilmengen von X und Y mit f(U) C V und ist f adisch, 

so ist die Restriktion U — V adisch. 

Proposition 3.8.3. Sei f:X — Y ein adischer Morphismus zwischen affinoiden 

adischen Raumen. Dann ist Oy(Y) - Ox(X) adisch. 

Beweis: Da der Ringhomomorphismus g:= f*:Oy(Y) — Ox(X) stetig ist, gibt 

es Definitionstupel (A, J) und (B,J) von Oy(Y) und Ox(X) mit g(A) C B und 

g(1) C J. Zu zeigen ist, dag I. B und J dasselbe Radikalideal in B haben. Ange- 

nommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein Primideal p von B mit 1- BC p 

und JZ p. 

Seien (U;, | k € K) und (Vy; | & € K) Familien offener affinoider Teilraume von X 

und Y, so dai X = U U;,, f(Uz) C Ye und Oy(Vi) — Ox(U,) adisch ist fiir jedes 

kek 
k € K. Wir wahlen endliche Familien (R; | / € LZ) und (5; | / € L) offener rationaler 

Teilmengen von X und Y und eine Abbildung y: L + K, so da$ Ry C Usa, St S Von 

und f(Ry) © S fiir jedes 1 € L und X = [J Ry. Da Ox(X) > Ox(R)) adisch ist 
leL 

fiir jedes 1 € L, folgt aus (2.3.30 ii), da’ Ox(U,@) + Ox(Ri) adisch ist ftir jedes 

le L. Nach (2.3.21 ii) ist Oy(V,@) - Ox(R)) adisch und somit ist nach (2.3.30 ii) 

Oy(S;) + Ox(R)) adisch. Wieder mit (2.3.21 ii) erhalten wir, daB Oy(Y) - Ox(R;) 

adisch ist fur jedes / € L. 

Nach (3.1.11) gibt es ein Primideal q von Ox(X) mit qQ B =p. Nach (3.6.5 i) 

und (3.2.5) ist Ox(X) > [[ Ox(2) treuflach. Deshalb gibt es ein i € L und ein 
leL 

Primideal r von Ox(R;) mit h-1(v) = q, wobei h die Abbildung Ox(X) - Ox(R;)
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ist. Nach (ii) und (i) aus (2.3.20) gibt es einen Definitionsring C von Ox(R;), so daB 

h(B) CC und J-C ein Definitionsideal von C ist. t: = «NC ist ein Primideal von C, 

das tiber p liegt. Dal-BCpundJZp,ist]-CCtundJ-C Zt. Daaber J-C 

ein Definitionsideal von C ist und nach (2.3.20 i) [-C ebenfalls ein Definitionsideal 

von C ist, stehen 7-C Ct und J-C ¢ tim Widerspruch. 

Korollar 3.8.4. Seien X ein affinoider adischer Raum und Y eine offene affinoide 

Teilmenge von X. Dann gilt 

i) Ox(X) - Ox(Y) ist adisch. 

ii) Fir jede rationale Teilmenge U von X ist UN Y eine rationale Teilmenge von Y. 

Beweis: Nach (3.8.2 iii) ist die Inklusion Y + X adisch. (i) folgt somit aus (3.8.3). 

(ii) folgt aus (i) und (3.1.18). 

Korollar 3.8.5. Seien X ein affinoider adischer Raum und U eine offene affinoide 

Teilmenge von X. Dann gilt 

i) Ox(V) ist flach tiber Ox(X). 

ii) Hat Ox(X) einen noetherschen Definitionsring, iber dem Ox(X) endlich erzeugt 

ist, so ist Ox(U) noethersch. 

Beweis: Sei {U;,...,Un} eine Uberdeckung von U durch rationale Teilmengen von 

X. Nach (3.8.4 ii) ist jedes U; auch eine rationale Teilmenge von U. Wir haben 
n 

die Ringhomomorphismen Ox(X) + Ox(U) ~, TL Ox(v). Nach (3.6.11) ist 
i=l 

Spec (#) surjektiv. Deshalb folgen (i) und (ii) aus (3.6.5). 

Proposition 3.8.6. Sei X ein adischer Raum, der einen adischen Morphismus in 

einen affinoiden adischen Raum besitzt. Dann ist U + Ox(U)?° eine Garbe auf X. 

Beweis: Nach (i) und (ii) aus (3.2.2) gentigt es zu zeigen 

(1) Sind V eine offene Teilmenge von X und U eine offene affinoide Teilmenge von 

V, so ist die Restriktionsabbildung y: Ox(V) — Ox(U) beschrankt. 

Wir zeigen (1). Sei f: X — Y ein adischer Morphismus von X in einen affinoiden 

adischen Raum Y und seien 7): Oy(Y) — Ox(V) und o: Oy(Y) — Ox(U) die durch f 

induzierten Ringhomomorphismen. Seien B eine beschrankte Teilmenge von Ox(V) 

und £ eine Nullumgebung von Ox(U), die additiv und multiplikativ abgeschlossen 

ist. Zu zeigen ist, da8 es eine Nullumgebung F von Ox(U) gibt mit F-y(B) C E. 

Wir wahlen Nullumgebungen G und H von Ox(V) mit y(G) C FE und H-BCG. Sei
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TI eine Nullumgebung von Oy(Y) mit (J) C H. Es ist dann o(f)- p(B) CE. Dao 

adisch ist, ist F: = E-o(1) eine Nullumgebung von Ox(U). Es ist F-y(B) C E-E C E. 

Beispiel. i) Die Kategorie der adischen Raume hat ein finales Objekt, namlich 

Spa(Z,Z), wobei Z die diskrete Topologie tragt. Sei X ein adischer Raum. Der 

Morphismus X -—+ Spa(Z, Z) ist genau dann-adisch, wenn fiir jede offene affinoide 

Teilmenge U von X die Topologie auf Ox(U) diskret ist. Wie in (3.6) festgestellt, 

bedeutet dies, da’ jeder Punkt von X nichtanalytisch ist. 

ii) Sei X der in (3.3.24) konstruierte adische Raum. Nach (3.8.6) gibt es keinen 

adischen Morphismus von X in einen affinoiden adischen Raum. 

Sei O die Garbe der adischen Funktionen auf Spa(Z,Z°), wobei Z mit der diskreten 

Topologie versehen ist. Dann ist O+F #4 O°. Man vergleiche jedoch mit (iii) aus der 

nachfolgenden Proposition. 

Proposition 3.8.7. i) Seien A ein f-adischer Ring und B ein noetherscher Defini- 

tonsring von A. Hat A einen topologisch nilpotenten Nichtnullteiler, so gilt A° = Be. 

ii) Sei f: A > Bein Ringhomomorphismus zwischen vollstandigen f-adischen Ringen, 

der topologisch von endlichem Typ ist. A habe einen noetherschen Definitionsring 

und B habe einen topologisch nilpotenten Nichtnullteiler. Dann gibt es genau einen 

Ganzheitsring B+ von B, so da® f:(A,A°) — (B, Bt) ein Ringhomomorphismus 

affinoider Ringe ist, der topologisch von endlichem Typ ist, namlich B+ = B®, 

iii) Seien A ein f-adischer Ring, der einen noetherschen Definitionsring besitzt, und 

O die Garbe der adischen Funktionen auf Spa(A, A°). Hat A einen topologisch nil- 

potenten Nichtnullteiler, so gilt OF = O°. 

Beweis: Analog zu den entsprechenden Aussagen fiir Tate-Ringe in (2.4.16), (2.4.17), 

(3.5.9). 

Fiir jeden Morphismus adischer Raume f: X — Y gilt f(Xna) C Yna. 

Proposition 3.8.8. Ein Morphismus adischer Raume f:X — Y ist genau dann 

adisch, wenn f(Xa) © Ya. . 

Beweis: Ohne Einschrankung sind X und Y affinoid. Ist f adisch, so gilt 

f(Xa) © Ya nach (3.1.9 it). Es gelte nun f(Xa) © Yo. Sei g:Oy(Y) - Ox(X) 

der durch f induzierte Ringhomomorphismus. Seien (A, /) und (B,J) Definitionstu- 

pel von Oy(Y) und Ox(X) mit g(A) C Bund o(I) C J. Zu zeigen ist, daf J- B und
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J dasselbe Radikal in B haben. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es 

ein Primideal p von B mit 7-B Cp und J Z p. Nach (3.1.11) und (3.6.11) gibt es 

einxé€ X mitp = {be B | b(x) = 0}. Es ist c € Xq und f(z) € Yna, Widerspruch. 

Proposition 3.8.9. Seien f:.X —+ Y ein Morphismus adischer Raume und =z ein 

Punkt von X. Ist f adisch, so bildet f die Menge der Sekundargeneralisierungen von 

x surjektiv ab auf die Menge der Sekundargeneralisierungen von f(z). 

Beweis: Ist  € Xa, so ist f(x) € Ya und die Behauptung folgt aus (3.3.11). Ist 

« € Xna, 80 ist die Behauptung klar. 

Seien X ein analytischer Raum und Y ein adischer Raum. Unter einem Morphismus 

f:X — Y verstehen wir einen Morphismus der Kategorie (VL)top. f heiSt adisch, 

wenn (3.8.1) entsprechend erfiillt ist. Die Propositionen (3.8.2), (3.8.3), (3.8.8) und 

(3.8.9) gelten dann analog. (Den Beweis von (3.8.3) kann man wortlich tibernehmen. 

Zum Beweis von (3.8.8) benutze man (3.8.3) und (2.2.8).) 

Seien X ein analytischer oder adischer Raum und z ein Punkt von X. Den Residu- 

enkérper von Ox, bezeichnen wir mit k(x) und den durch vz gegebenen Bewertungs- 

ring von k(x) bezeichnen wir mit k(x)*. 

Lemma 3.8.10. Man kann k(x) auf genau eine Weise zu einem f-adischen Ko6rper 

(siehe (2.3.2.(5))) machen, so daf fiir jede offene affinoide Umgebung U von zx in X 

die kanonische Abbildung Ox(U) — k(x) adisch ist. Ist  € Xa, so ist die Topologie 

auf k(x) die Bewertungstopologie von k(z)+, und ist t € Xna, so ist die Topologie 

auf k(x) diskret. | | 

Beweis: Es ist klar, da8 fir die angegebenen Topologien auf k(x) die Behauptung gilt. 

Es ist noch die Kindeutigkeit zu zeigen. Sei k(x) mit einer Topologie versehen, so daf 

(3.8.10) gilt. Fiir jede offene affinoide Umgebung U von « sei yy die Abbildung 

Ox(U) — k(x). Ist x € Xna, so ist die Topologie auf k(x) diskret, denn fiir jede 

Nullumgebung H von Ox(U) ist H - k(x) eine Nullumgebung von k(x). Sei nun 

rE Xo. Die Topologie auf k(x) ist nicht diskret, denn sonst ist yy nicht stetig. 

Also wird die Topologie auf k(x) durch einen Rang 1 Bewertungsring A gegeben. Da 

OF(U) © Ox(U)®, gilt pu(OZ(V)) C (a)? = = A. Es ist k(x)+ = = Uru OL(U)), 

wobei U alle offenen affinoiden Umgebungen von x durchluft. Also gilt k(x)* CA. 

Im folgenden versehen wir k(x) immer mit der Topologie aus (3.8.10). Es ist 
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“ n(z): = (ba); A(z) 4) 
ein affinoider Ring. Zu «(x) haben wir den analytischen bzw. adischen Raum 

Spa K(z), dessen zugrundeliegender topologische Raum eine Kette ist. Wir haben 

einen kanonischen Morphismus 7: Spa K(x) —» X, der adisch ist.  bildet den ab- 

geschlossenen Punkt von Spax(z) auf x ab, das Bild von ist die Menge der Se- 

.. kundargeneralisierungen von z und ¢ ist ein Homéomorphismus auf sein Bild. (Nach 

(3.8.9) ist im (w) das kleinst mégliche Bild eines adischen Morphismus, das x enthilt.) 

Lemma 3.8.11. Seien X ein adischer Raum und F eine quasikoharente Garbe von 

endlichem Typ auf X. Man kann F auf genau eine Weise zu einer Garbe mit Werten 

in der Kategorie der topologischen Gruppen machen, so daf ftir jede offene affinoide 

Teilmenge U von X, fir die ¥ |U = F(U) @(O | UV) und F(U) ein endlich erzeugter 

O(U)-Modul ist, die Topologie auf #(U) die f-adische Topologie beziglich O(U) ist. 

Beweis: Wir benutzen (3.6.2). Sei & die Menge aller offenen affinoiden Teilmen- 

gen von X, so daf F(U) ein endlich erzeugter O(U)-Modul ist und F | U = 

F(U)@(O|UV). Da Meine Basis der Topologie von X ist, gilt die Eindeutigkeitsaus- 

sage in (3.8.11). Flr jedes U € U sei Ty die Topologie auf F | U, so daf Ty(V) die 

f-adische Topologie auf F(V) beztiglich O(V) ist fir jede rationale Teilmenge V von 

U. Es gilt 

(1) Sind U und V Elemente von & mit U CV, so ist Ty | U = Ty. 

Denn: Nach (3.8.4 ii) ist jede rationale Teilinenge von V, die in U liegt, auch eine 

rationale Teilmenge von U. 

(2) Fir beliebige Elemente U und V von i gilt Ty |UNV =Ty |UNV. 

Denn: Es ist {W EM |W C UNV} eine Uberdeckung von UNV. Deshalb folgt (2) 

aus (1). . 

Aus (2) folgt die Existenzaussage von (3.8.11). 

Ein adischer Raum X heift quasisepariert, wenn der Durchschnitt zwei offener 

quasikompakter Teilmengen von X quasikompakt ist. Ist { eine offene affinode 

Uberdeckung von X, so ist X genau dann quasisepariert, wenn UN V quasikom- 

pakt ist fir alle U,V € U. 

Kin Morphismus adischer Raume f: X — Y heiSt quasikompakt, wenn f-!(U) qua- 

sikompakt ist fur jede offene quasikompakte Teilmenge U von Y.
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Bemerkung 3.8.12. i) Seien f: X — Y ein Morphismus affinoider adischer Raume 

und U eine offene quasikompakte Teilmenge von Y. Im allgemeinen ist f-1(U) nicht 

quasikompakt. Ist jedoch U abgeschlossen gegeniiber Primidispezialisierungen, so ist 

f-!(U) quasikompakt nach (3.6.3 iii). 

ii) Nach (3.1.9) ist ein adischer Morphismus zwischen affinoiden Raumen quasikom- 

pakt. . 

iii) Fiir einen adischen Morphismus f: X — Y zwischen adischen X und Y gilt wegen 

(ii) | 
a) Ist S{ eine offene affinoide Uberdeckung von Y, so daS f -1(U) quasikompakt ist 

fur jedes U € XU, so ist f quasikompakt. 

b) Ist Y quasisepariert, so ist VM f-1(U) quasikompakt fiir beliebige offene quasi- 

kompakte Teilmenge V und U von X und Y. Also ist f quasikompakt, wenn X 

quasikompakt und Y quasisepariert ist. 

Definition 3.8.13. i) Ein Morphismus adischer Raume f:X — Y heift lokal von 

endlichem Typ, wenn es zu jedem z € X eine offene affinoide Umgebung U von x 

in X und eine offene affinoide Umgebung V von f(z) in Y mit f(U) C V gibt, so 

da8 der Ringhomomorphismus affinoider Ringe (Oy(V), OF(V)) > (Ox(U), OF (U)) 

topologisch von endlichem Typ ist. . 

ii) Ein Morphismus adischer Raume f:X — Y heift von endlichem Typ, wenn er 

lokal von endlichem Typ und quasikompakt ist. 

Es gilt wieder 

Proposition 3.8.14. Seien f: X — Y und g:Y — Z Morphismen adischer Raume 

i) Sind f und g lokal von endlichem Typ, so ist go f lokal von endlichem Typ. 

ii) Ist go f lokal von endlichem Typ, so ist f lokal von endlichem Typ. 

iti) Sind U und V offene Teilmengen von X und Y mit f(U) C V und ist f lokal von 

endlichem Typ, so ist die Restriktion U — V lokal von endlichem Typ. 

Satz 3.8.15. Sei f: X — Y ein Morphismus affinoider adischer Raume, der lokal von 

endlichem Typ ist. Dann ist (Oy(Y), OF(Y)) — (Ox(X), O£(X)) topologisch von 

endlichem Typ. 

Wir beweisen (3.3.23) und (3.8.15) gemeinsam. Ahnlich wie im Beweis von (3.8.3) 

zeigt man, da es eine Uberdeckung MW von X gibt, so da’ jedes V € VU rational ist 

und (Oy(Y),O$(Y)) + (Ox(V), O£(V)) topologisch von endlichem Typ ist fiir je- 

des V € U. Gemaf (3.6.3) gibt es fo,..., fn € Ox(X), so daB Ox(X) = (fo,..., fn)
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und die Uberdeckung {Uo,...,Un} von X die Uberdeckung YU verfeinert, wobei 

U; = R(% 5) fir i = 0,...,n. Dann ist (Oy(Y),OF(Y)) + (Ox(Vi), OF(U;)) 

topologisch von endlichem Typ fir jedes 7 € {0,...,n}. 

Wir setzen A = (Oy(Y), OF(Y)),B = (Ox(X),OF(X)) und Bi = (Ox(Ui), 

O+(U;)) fir i = 0,...,n. Nach (2.4.13) faktorisiert fiir jedes i € {0,:..,n} die 

Abbildung A — B; tiber eine Quotientenabbildung 

pi: A(Xun,...,Xim)T, > Bi, 

wobei T; = (Ty1,...,Tim) und jedes Tj, eine endliche Teilmenge von A ist, so daB 

T, - A offen ist. (Wahlen wir m gro$ genug, so konnen wir m unabhangig von i 

' wahlen.) Es ist B; die Vervollstandigung des affinoiden Rings B( Bawls), Aufgrund 

des nachfolgenden Lemmas (3.8.16) kénnen wir annehmen, daf pil Xa) i im Bild Bi Fl 

von B(fuzafo =)~ in B; liegt (i = 0,...,n,k =1,...,m). Wir schreiben 

v; ; a: 
(1) vil Xi) = 7 mit vj, € B 

a 

(Auch hier wahlen wir ! mnabhangig von i,k.) Fir den ganzen Abschlu8 

B+ (f,..., B]e von B+[f,.. “) fn in Bi -] gilt Bt n Bf] = = B+f,.. . Ble (nach 

. (2.4.3)). Fir jedes t € Ty ist t - yi Xn) € Bt (nach (2.4.6 iv)). Deshalb ist 

a:=t- yj(Xjx) in B+[®,.. i fe enthalten und wir haben eine ganze Gleichung 

(2) a’ + bat 4+ ...46,=0€ B 

mit by,...,b; € 6 Ble Fl. (Wieder wahlen wir r unabhangig von 7,k,t.) Fiir 

jedes 7 € {1,...,r} schreiben wir 

fn 
3 b; =p 8 (B,...,, 

wobei p, ein Polynom in (n+1) Variablen tiber B+ ist und y = (2, k,t,7) € {0,...,n}x 

{1,...,m}x Tx {1,...,r}. Die Koeffizienten von py bezeichnen wir mit py1,..., Pys 

(s unabhangig von 7), also 

(4) pu € Bt fir u=l,...,s.
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Wir wahlen go,...,9n € B mit gofo+-..+9nfn = 1. Weiterhin wahlen wir endliche 

Teilmengen T'(v;x), T(pyu),T (fa), T(ge) von A, die jeweils ein offenes Ideal von A 

erzeugen, und so dab v44-T(vj.) © Bt+,T(pyu) = {1}, fa: T (fa) C B+, ge-T(ge) S Bt, 

wobei (i,k) € {0,...,n} x {1,...,m},d e€ {0,...,n},e € {0,...,n},7 = (i,k, t,7) € 

 {0,...,n} x {1,...,m} x Ty x {1,...,r} und u € {1,...,8}. Nach (2.4.6 iv) und (4) 

haben wir einen stetigen Ringhomomorphismus tber A 

yp: A( Viz, Pru, Fy, Ge) —~B 

(Viz, Pyu, Fa,Ge sind Variablen) mit (Viz) = vg, %(Py.) = pyu, d(Fa) = fas 

o(Ge) = ge,T = (I (vx), T(pyu), T(fa),T (ge)) und (2,k), (7, %),d,e die eben be- 

schriebenen Mengen durchlaufen. Mit D bezeichnen wir den affinoiden Ring 

Al Vix, Pyu, Fa,Ge)r/ker(). Die Abbildung ~ faktorisiert ber den stetigen Ring- 

homomorphismus 

o:D>B 

Sei Z der adische Raum zu dem affinoiden Ring D. Sei 

A:X —>Z 

der durch o gegebene Morphismus. Mit 0,x, Dyu, fa, Ge bezeichnen wir die Bilder von 

Vit» Pyu, fa,Ge in D. Da 1 — SF - Gi in ker(w) liegt, erzeugen fo,..., fn das 

7=0 

Einheitsideal von D. Deshalb haben wir die rationalen Teilmengen 

W; = ate ott) 

von Z (i = 0,...,n), die Z tiberdecken. Wir setzen Dj = (Oz(Wi), OF (Wi)) fiir 

i=0,...,n. Es ist h-1(W;) = U;. Wir werden zeigen, daf fiir jedes i € {0,...,n} 

der durch fh induzierte Ringhomomorphismus 

03: D; — B; 

eine Quotientenabbildung ist. Nach (3.6.25) und (3.6.27) ist dann o eine Quotienten- 

abbildung und damit ist (3.8.15) bewiesen. (N.B. Da o injektiv ist, erhalten wir, da8 

o ein Isomorphismus ist.) | 

Wir fixieren ein i € {0,...,n}. Seien E der affinoide Ring D;/ker(o;) und 

: D; - E die kanonische Abbildung. 

Zunachst zeigen wir 
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(5) Fur jedes k € {1,...,m} und jedes t € Tj, gilt 

Vik 
trX(sjekr 

Beweis von (5): Wir fixieren ein k € {1,...,m} und einteé T;,. Wir setzen 

(6) , @=t-—>eED; 

Fir jedes j € {1,...,r} haben wir oben das Polynom p, (mit y = (%,k,t,j)) in 

(n +1) Variablen iiber dem Ring B+ definiert. Sei p, das Polynom iber dem Ring 

D;, das aus py dadurch entsteht, indem man die Koeffizienten p,1,...,pys von py 

durch die Elemente py1,...,Pys von D; ersetzt. Fir die Variablen von py setzen wir 

die Elemente B wang fe von D; ein und erhalten dadurch ein Element bj von D;, 

(7) bj = BB, BED, 

Nach (1), (2), (3) liegt at + 47-1 +...+ 6, im Kern von oj, also gilt 

(8) AG)" + A(b1)A(G)"“! +... + A(br) = 0 

Bs ist £,..., 2 € Df}. Da T(pyu) = {1}, ist Byu € Df fiir jedes u € {1,...,5}. Nach 
(7) ist dann 6; € D} fiir jedes j € {1,...,r}. Also ist A(b;) € E+ und somit folgt aus 

(8) A(a@) € E+. Mit (6) ist. dadurch (5) bewiesen. 

Nach (2.4.6 iv) und (5) haben wir einen stetigen Ringhomomorphismus tiber A 

pi A(Xa,. . . Xim)T; + 

mit w( Xin) = A( SE) fir k = 1,...,m. Der Ringhomomorphismus 0o;:D; — B; 

faktorisiert tiber einen stetigen Ringhomomorphismus 7: E — B;. Wir betrachten 

das Diagramm 

D; 

Oi / | \ A 

B; a E 

gi\ / pb
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Nach (1) ist dieses Diagramm kommutativ. Da y; eine Quotientenabbildung ist, ist 

auch 7 und damit auch o; eine Quotientenabbildung. Der Beweis von (3.8.15) ist 

beendet. 

Lemma 3.8,16. Seien A ein vollstandiger affinoider Ring und T= = (T),.-..,Tn) ein 

n-Tupel von endlichen Teilmengen von A, so daf T;- A offen ist fiir jedes i € {1,...,n}. 

Dann gibt es eine Nullumgebung U von A(X},...,Xn)r, so da es zu jedem n-Tupel 

(21,...,2n) mit c; € X;+U fur: =1,...,n eime Quotientenabbildung tiber A 

f: A(X1,..-, Xn) A(M,..-,Xa)r 

mit f(X;) = 2; firi=1,...,n gibt. 

Beweis: Sei (B,J) ein  Definitionstupel von Art. Wir  setzen 
n 

U = {x € A(Xi,...,Xn)r | t- © [xy fiir jedes t € | J Ti} N Byxy. Sei ein n- 
t=] 

Tupel (z1,..., 2%) mit z; € X;+U firi=1,...,n gegeben. Nach (2.4.6 iv) gibt es 

einen stetigen Ringhomomorphismus f: A(X)r — A(X)r tber A mit f(X;) = 2; fir 

t=1,...,n. Wir zeigen, da f eine Quotientenabbildung ist. 

Sei Go: = Bix) und Gy: = (1*)xy fiir jedes k € N. Man rechnet nach, daf fir je- 

des k € No und jedes x € Gy gilt x — f(z) € Gy4i. Nach [B], ILH.2.8 Cor. 2 gilt 

dann f(G,) = Gy fiir jedes k € No. Also ist f eine offene Abbildung. Als At- 

Algebra wird (At+);x) von Go erzeugt. Da (A(X)r)+ = ((At)(x))% erhalten wir 

f(A(X)f)e = A(X) Ff. Es ist noch zu zeigen, daf f surjektiv ist. Als A-Algebra wird 

A(X)r von Go und Xj,..., Xn erzeugt. Da X; — f(Xi) € Go fiir jedes ¢ € {1,...,n}, 

gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein yx € Go mit f(yi) = Xi; — f(Xi). Dann ist 

f(yi + Xi) = Xj. Also ist f surjektiv. 

Beispiel 3.8.17. Seien X ein affinoider adischer Raum und U eine offene affinoide 

Teilmenge von X. Dann ist (Ox(X), O£(X)) — (Ox(U), OX(U)) topologisch von 

endlichem Typ. 

Ein Morphismus f: X — Y zwischen einem analytischen Raum X und einem adischen 

Raum Y hei®t (lokal) von endlichem Typ, wenn (3.8.13) entsprechend erfillt ist. Der 

Satz (3.8.15) gilt dann analog. (Man kann den Beweis direkt ibernehmen.) 

Bemerkung 3.8.18. i) Sei f:X — Y ein Morphismus affinoider adischer Raume 

oder affinoider analytischer Raume. Zu jedem x € X gebe es eine offene affinoide
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Umgebung U von z in X, so daf der Ringhomomorphismus f-adischer Ringe Oy (Y) - 

Ox(U) topologisch von endlichem Typ ist. Man kann die Frage stellen, ob dann auch 

Oy(Y) — Ox(X) topologisch von endlichem Typ ist. Wie das Beispiel (3.4.24) zeigt, 

ist dies im allgemeinen nicht der Fall. 

ii) Eine nitzliche Modifikation des Begriffs ,,topologisch von endlichem Typ“ ist die 

folgende: Ein Ringhomomorphismus vollstandiger affinoider Ringe f:A — B heibt 

topologisch von endlichem Typ (I) (bzw. topologisch von endlichem Typ (II)), wenn 

es einen offenen Unterring D von B+ gibt, so da8 f(At) C D, die Restriktion 

f: A+ — D topologisch von endlichem Typ ist und B+ = De (bzw. f(At) € D 

und die Restriktion f: At — D topologisch von endlichem Typ ist). 

Man hat dann die Relation 

f ist topologisch von endlichem Typ => f ist topologisch von endlichem 

Typ (1) => f ist topologisch von endlichem Typ (II) => f ist adisch. 

Ist A tatesch, so fallen die Begriffe ,,f topologisch von endlichem Typ“ und ,,f 

topologisch von endlichem Typ (I)* zusammen. Sind A und B diskret, so ist f immer 

topologisch von endlichem Typ (II). 

Ahnlich wie (3.8.15) beweist man: Sei f: X + Y ein Morphismus zwischen affinoiden 

analytischen Raumen oder affinoiden adischen Raumen. Zu jedem x € X gebe es 

eine offene affinoide Umgebung U von z in X und eine offene affinode Umgebung 

V von f(z) in Y, so daS f(U) ¢ V und (Oy(V),Of(V)) + (Ox(U), OF(V)) 

topologisch von endlichem Typ (I) (bzw. topologisch von endlichem Typ (II)) ist. 

Dann ist (Oy(Y), OF(Y)) + (Ox(X), OF(X)) topologisch von endlichem Typ (1) 

(bzw. topologisch von endlichem Typ (II)). 

In vielen Situationen ist es natirlicher mit Morphismen von endlichem Typ (I) oder 

(II) zu arbeiten statt mit Morphismen von endlichem Typ. Auch gelten die meisten 

Satze dieser Arbeit, in denen Morphismen als von endlichem Typ vorausgesetzt wer- 

den, schon unter der schwacheren Voraussetzung, da8 die Morphismen von endlichem 

Typ (1) oder (II) sind (oder noch schwacheren Voraussetzungen). Aber einfachheits- 

halber benutzen wir in dieser Arbeit nur den Begriff ,,von endlichem Typ*.
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3.9. FORMALE SCHEMATA UND ADISCHE RAUME 

Vorlage fiir diesen Abschnitt ist die in [R] und [Me] dargestellte Beziehung zwischen 

formalen Schemata und analytischen Varietaten. 

Zunachst notieren wir einige Eigenschaften quasikoharenter Garben auf lokal noether- 

schen formalen Schemata. 

Sei (X, O) ein noethersches affines formales Schema. Fur jeden O(X)-Modul M setzen 

wir 

M Q0:= M4: = lim MA, 
. 7 

wobei (M; |i € I) die Familie der endlich erzeugten O(X)-Untermoduln von M und 

lim der induktive Limes in der Kategorie der O-Modulgarben ist. (N.B. Ist 1: X —+ 

I 

Spec O(X) der kanonische Morphismus lokal geringter Raume, so gilt M4 = i*(M)). 

Fiir jede offene affine Teilmenge U von X gilt H°(U,M4) = M @qx) O(U) und 

H»(U,M4) = 0 fir p > 0. Fir jede O-Modulgarbe ¥ hat man eine kanonische 

Bijektion Hom o(M4, F)>Hom ox)(M, F(X)). Der Funktor M MA von der 

Kategorie der O(X)-Moduln in die Kategorie der O-Modulgarben ist exakt und 

volltreu. 

Die Garbe M4 ist quasikoharent. Ist F eine quasikoharente O-Modulgarbe auf X, 

so gibt es zu jedem z € X eine offene affine Umgebung U von zx in X, so das 

F|U =F(U) @(O|U). Ist F eine quasikoharente O-Untermodulgarbe von M4, so 

gibt es einen Untermodul N von M mit F = N4. 

Sei A eine quasikoharente O-Algebrengarbe auf X (d.h. A ist eine O-Algebrengarbe, 

die als O-Modulgarbe quasikoharent ist). Fiir jede offene affine Teilmenge U von X 

ist der kanonische (O | U)-Modulgarbenmorphismus A(U) @ (O | U) > A | U ein 

(O. | U)-Algebrengarbenmorphismus, wobei A(U) ® (O | U) mit der kanonischen 

(O | U)-Algebrengarbenstruktur versehen ist. Sei F eine A-Modulgarbe. F ist 

eine quasikoharente A-Modulgarbe genau dann, wenn F eine quasikoharente O- 

Modulgarbe ist. F ist genau dann eine quasikoharente A-Modulgarbe von endlichem 

Typ, wenn es zu jedem x € X eine offene affine Umgebung U von z in X gibt, so dag 

A|U = A(U) @(O|U),F | U = F(U) ®(O | U) und F(U) ein endlich erzeugter 

A(U)-Modul ist. Sei nun ¥ eine quasikoharente A-Algebrengarbe. F heift von 

endlichem Typ iiber A (als Algebrengarbe), wenn es zu jedem x € X eine offene affine 
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Umgebung U von z in X gibt, so da$ A(U) = A(U)@(O | U),F | U = F(U)@(O | U) 

und F(U) eine endlich erzeugte A(U)-Algebra ist: 

Sei X ein lokal noethersches formales Schema. Jede koharente Garbe auf X ist 

auf kanonische Weise eine Garbe topologischer Gruppen. Sind F und G Garben 

topologischer Gruppen auf X und f:F — G ein Garbenmorphismus, so heift f 

eine offene Einbettung, wenn #(U) — G(U) eine offene Einbettung ist fiir jede 

quasikompakte offene Teilmenge U von X. (N.B. Es ist dann F(U) + G(U) eine 

topologische Einbettung fir jede offene Teilmenge U von X.) 

Definition 3.9.1. Seien (X,Q) ein lokal noethersches formales Schema und A eine 

quasikoharente O-Algebrengarbe auf X. Fur jede offene Teilmenge U von X sei 

A(U) mit einer Topologie versehen, so daf A eine Garbe mit Werten in der Kategorie 

topologischen Ringe ist. Dann heift A eine Garbe f-adischer Ringe auf (X,O) wenn 

der Strukturmorphismus 0 — A eine offene Einbettung ist. 

Beispiel 3.9.2. Seien A ein vollstandiger f-adischer Ring und B ein noetherscher 

Definitionsring von A. Auf dem affinen formalen Schema X = Spf B haben wir 

die O-Algebrengarbe A:= A4. Der Morphismus O — A ist injektiv. Fir jede 

offene Teilmenge U von X versehen wir A(U) mit der Gruppentopologie, so daf 

O(U) - A(U) eine offene Einbettung ist. Dadurch wird A zu einer Garbe mit Werten 

in der Kategorie der topologischen Gruppen (denn jede offene Teilmenge von X ist 

quasikompakt). Fiir jedes f € B ist A(D(f)) ein topologischer Ring, namlich der 

Ring A(#). Deshalb ist A eine Garbe mit Werten in der Kategorie der topologischen 

Ringe. Also ist A eine Garbe f-adischer Ringe auf X. 

Lemma 3.9.3. Seien X ein lokal noethersches formales Schema, A eine Garbe f- 

adischer Ringe auf X und F eine quasikoharente A-Modulgarbe von endlichem Typ. 

Man kann ¥ auf genau eine Weise zu einer Garbe mit Werten in der Kategorie der 

topologischen Gruppen machen, so daf fur jede offene affine Teilmenge U von X, fur 

die A| U = A(U) @(O|U),F | U = F(U) @(O | UV) und F(U) ein endlich erzeugter 

A(U)-Modul ist, die Topologie auf F(U) die f-adische Topologie beziiglich A(U) ist. 

Beweis: Zunachst zeigen wir 

(1) Sei U eine offene affine Teilmenge von X, so da8 A | U = A(U) @(O | U), 

F |U = F(U) @(O | U) und F(U) ein endlich erzeugter A(U)-Modul ist. 

Man kann F | U zu einer Garbe mit Werten in der Kategorie der topologischen
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Gruppen machen, so daf fur jede offene affine Teilmenge V von U die Topologie 

auf F(V) die f-adische Topologie von F(V) beziiglich A(V) ist. 

Detih: Sei G ein endlich étzeugtet O(U)-Untermodul von F(t/), der den A(U)-Modul 
F(U) erzeugt. Die Garbe G:= G @ (O | UV) ist auf kanonische Weise eine Garbe mit 

Werten in der Kategorie der topologischen Gruppen. Fiir jede offene Teilmenge V von 

U versehen wir ¥(V) mit der Gruppentopologie, so daf die Injektion G(V) — F(V) 

eine offene Einbettung ist. Dann ist (1) erfullt. 

Mit (1) kann man (3.9.3) genauso beweisen wie (3.8.11). 

Seien X, A, F wie in (3.9.3). Im folgenden versehen wir F immer mit der Topologie aus 

(3.9.3). (Ist A = O, so stimmt diese Topologie iiberein mit der tiblichen Topologie 

einer koharenten Garbe auf X.) Sei G ein koharenter O-Untermodul von F. Die 

Inklusion G —+ ¥ ist genau dann eine offene Einbettung, wenn G(U) offen in F(U) ist 

- fiir jede quasikompakte offene Teilmenge U von X. 

Lemma 3.9.4. Seien X ein lokal noethersches formales Schema, A eine Garbe 

f-adischer Ringe auf X und F ein quasikoharenter A-Modul von endlichem Typ. 

Weiterhin seien U eine offene Teilmenge von X und G ein koharenter (O | U)- 

Untermodul von F | U, so da die Inklusion G — F | U eine offene Einbettung 

ist. Dann gibt es einen koharenten O-Untermodul 7 von F,.so da8B G = H|U und 

die Inklusion 7 — F eine offene Einbettung ist. 

Beweis: Zunachst zeigen wir 

(1) Seien Y ein noethersches affines formales Schema, A eine Garbe f-adischer Ringe 

auf Y mit A = A(Y) @ O und M eine quasikoharente A-Modulgarbe, so daf 

M = M(Y)@O und M(Y) ein endlich erzeugter A(Y)-Modul ist. Sei L 

eine O-koharente Untergarbe von M, so daf die Inklusion £ — M eine offene 

Kinbettung ist, und sei s € O(Y). Dann gibt es zu jedem g € M(Y) mit 

g | D(s) € L(D(s)) ein n € N mit s"g € L(Y). 

Denn: Wir versehen £(Y)s mit der f-adischen (= adischen) Topologie beziiglich 

O(Y)(4) = O(Y)s und M(Y); mit der f-adischen Topologie beziiglich A(Y)(4) = 

A(Y)s. Wir betrachten das kommutative Diagramm stetiger Morphismen 

M(D(s)) = (M(Y)s)4—M(Y)s*-M(Y) 
f | t 1 
L(D(s)) = (L(¥)s)* L(V )s —L(¥)
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(Nach (2.3.33 iv) gilt M(D(s)) = (M(Y)s)* und £L(D(s)) = (L(Y)s)4.) Sei (2i)sen 

eine Folge in C(Y)s, so daB (y(2i));en nach g | D(s) konvergiert. Dann konvergiert 

(xi)ien in M(Y), nach P(g). Da L(Y) offen in M(Y) ist, ist L(Y), offen in M(Y)s. 

Deshalb gibt es ein k € N mit ¢(g) — 2, € C(Y)s. Da zy € L(Y)s, erhalten wir 

w(g) € L(Y)s. Deshalb gibt es ein n € N mit s"g € L(Y). 

(2) Seien Y ein noethersches formales Schema, A eine Garbe f-adischer Ringe auf Y, 

M eine quasikoharente A-Modulgarbe von endlichem Typ und CL eine koharente 

O-Untermodulgarbe von M, so da die Inklusion £ — M eine offene Einbettung 

ist. Sei s ein Element von O(Y). Dann gibt es zu jedem g € M(Y) mit 

g | D(s) € L(D(s)) ein n € N mit s"g € L(Y). 

Denn :. Sei {Uj,...,Um} eine offene affine Uberdeckung von Y, so daS A | U; = 

A(U;) @(O | Ui), M | Ui = M(U;) @(O | U;) und M(U;j) ein endlich erzeugter A(U;)- 

Modul ist fiir jedes i € {1,...,m}. Sei g € M(Y) mit g | D(s) € L(D(s)). Nach (1) 

gibt es ein n € N, so da® s"g € L(U;) fiir jedes 7 € {1,...,m}. Dann ist s*g € L(Y). 

Mit den Uberlegungen aus [EGA*], I.6.9.6 und 1.6.9.7 geniigt es, (3.9.4) fiir den Fall 

zu beweisen, da8-X affin, A = A(X) ® O,F = F(X) @ O und F(X) ein endlich 

erzeugter A(X )-Modul ist. Wir nehmen diese Situation an. 

(3) Sei s ein Element von O(X), so da8 D(s) € U. Dann erzeugt H: = {h € G(D(s)) | 

es gibt ein g € F(X) mit g | D(s) =h} den O(D(s))-Modul G(D(s)). 

Denn: Wir haben die kanonischen Abbildungen F(X) % F(X), > F(D(s)). Es ist 

T(F(X)s) dicht in F(D(s)) (siehe Begriindung von (1)). Da G(D(s)) ~ F(D(s)) eine 

offene Einbettung ist, ist r(F(X)s)NG(D(s)) dicht in G(D(s)). Nach [B], III.2.9 Cor. 

3 erzeugt deshalb r(F(X)s) G(D(s)) den O(D(s))-Modul G(D(s)). Da s | D(s) 
eine Einheit in O(D(s)) ist, erzeugt auch (7 07)(F(X))NG(D(s)) denO(D(s))-Modul 

G(D(s)). Es ist (7 oo)(F(X))NG(D(s)) = H. 

(4) Die Menge J:= {h € G(U) | es gibt ein g € F(X) mit g | U = h} erzeugt die 

(O | U)-Modulgarbe G. . 

Denn: Sei s ein Element von O(X) mit D(s) C U. Sei H die Menge aus (3). Nach 

(2) gibt es zu jedem h € H ein n € N und ein? € J mit (s | D(s))"-h =2| D(s). Da 

s | D(s) eine Einheit in O(D(s)) ist, erzeugt nach (3) die Menge {7 | D(s) | 7 € I} den 

O(D(s))-Modul G(D(s)). Deshalb gilt (4). 

Sei J die Menge {g € F(X) |g |U €G(U)}. Da G(U) offen in F(U) ist, ist J offen 

in F(X). Nach (2.3.33 v) gibt es einen endlich erzeugten O(X)-Untermodul K von 

F(X), so daB K C J und K offen ist. Nach (4) gibt es einen endlich erzeugten O(.X)- 

Untermodul L von F(X), so da8 LC J und {£|U | € L} die (O | U)-Modulgarbe
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-. G erzeugt. Fiir H: = (K + L) @ O gilt (3.9.4). 

Korollar 3.9.5. i) Seien X ein noethersches affines formales Schema und A eine 

Garbe f-adischer Ringe auf X, so da8 A als O-Algebrengarbe von endlichem Typ 

liber O ist. Dann ist A(X) eine endlich erzeugte O(X)-Algebra und A = A(X) QO. 
ii) Seien X ein noethersches affines formales Schema, A eine Garbe f-adischer Ringe 

auf X mit A= A(X) ® O und F eine quasikoharente A-Modulgarbe von endlichem 

Typ. Dann ist F(X) ein endlich erzeugter A(X)-Modul und F = F(X) @ O. 

Beweis: i) Sei {Ui,...,Un} eine offene affine Uberdeckung von X, so daf 

A | U; = A(U;) ® (O | U;) und A(U;) eine endlich erzeugte O(U;)-Algebra ist fur 

jedes 2 € {1,...,n}. Nach (3.9.4) gibt es zu jedem i € {1,...,n} eine O-koharente © 

Untergarbe G; von A, so da8 A(U;) als Algebra tiber O(U;) von G;(U;) erzeugt wird. 

Sei B die von U?_,G;(X) erzeugte O(X)-Unteralgebra von A(X). Dann ist B eine 

endlich erzeugte O(X)-Algebra und der kanonische Morphismus y: B @ O — A sur- 

jektiv. y ist aber auch injektiv, denn: Da ker(y) eine quasikoharente Untergarbe von 

B@O ist, gilt ker(y) = ker(y)(X) @ O. Es ist ker(y)(X) = 0 und somit ker(~) = 0. 

ii) Nach (3.9.4) gibt es einen koharenten O-Untermodul G von F, so daf die Inklusion 

G — F eine offene Kinbettung ist. Sei H der von G(X) erzeugte A(X)-Untermodul 

von F(X). Wir setzen H: = H®O. Wie in (i) sieht man, daf der kanonische Morphis- 

mus 7 — F injektiv ist. Da ¥ von endlichem Typ und die Inklusion G — F offen ist, 

gibt es ein Definitionsideal J von X mit JF CH. Es ist A/7A eine quasikoharente 

O/7J-Algebra und F/H ein quasikoharenter A/A-Modul von endlichem Typ. Da 

(X,O/7) ein Schema ist, erhalten wir: F/H = (F/H)(X) @ O und (F/H)(X) ist 

ein endlich erzeugter (A/JA)(X)-Modul. 

Da H)(X,H) = 0, haben wir die exakte Sequenz 

(1) 0—- H(X) — F(X) — (F/H)(X) - 0 

Da H1(X,A) = 0, ist (A/T A)(X) = A(X)/(TA)(X) und deshalb (F/H)(X) ein 
endlich erzeugter A(X)-Modul. Da auch H(X) ein endlich erzeugter A(X )-Modul 

ist, folgt aus (1), daB F(X) ein endlich erzeugter A(X)-Modul ist.. Wir betrachten 

das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 

0—+ H — F — F/H —0 

at BT at 

0—+H(X) @ O—>F(X) ® O—4(F/H)(X) ® O—0 

Da a und ¥ Isomorphismen sind, ist auch # ein Isomorphismus.  
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Wir definieren eine Kategorie K. Die Objekte von K sind die Tripel (X,Ax, Ox), so 

da8 (X,Ox) ein lokal noethersches formales Schema und Ax eine Garbe f-adischer 

Ringe auf (X,Ox) ist. Die Morphismen (X,Ax,Ox) — (Y,Ay,Oy) in K sind 

die Paare (f,p), wobei f:X — Y eine stetige Abbildung und y: Ay — f,Ax ein 

Garbenmorphismus topologischer Ringe ist, so da p(Oy) C fsOx und fiir jedes 

w € X der durch y induzierte Ringhomomorphismus Oy,,,,. > Ox,, lokal ist (d-h. 

f und die Restriktion Oy — f,Ox von y definieren einen Morphismus formaler 

Schemata (X,Ox) — (Y, Oy)). 

Kin Objekt (X, Ax, Ox) von K heift affin, wenn (X, Ox) ein affines formales Schema 

ist und Ax = Ax(X) ® Ox. Sind (X,Ax,Ox) ein Objekt von K und U eine 

offene Teilmenge von X, so heift U affin, wenn der offene Teilraum (U,Ax | U, 

Ox | U) ein affines Objekt von K ist. Nach (3.9.5 i) ist (X, Ax, Ox) EX affin, wenn 

(X, Ox) ein affines formales Schema und Ax als O x-Algebra von endlichem Typ ist. 

Nach (3.9.2) entsprechen die affinen Objekte von K eineindeutig den Paaren (A, B), 

wobei A ein vollstandiger f-adischer Ring und B ein noetherscher Definitionsring von 

A ist. Sind X,Y Objekte in K, wobei Y affin ist, so entsprechen die Morphismen 

X + Y in KX eineindeutig den stetigen Ringhomomorphismen Ay(Y) — Ax(X), die 

Oy(Y) nach Ox(X) abbilden. 

Seien (X, Ax, Ox) ein Objekt von K und J ein koharenter Ox-Untermodul von Ax. 

J hei®t offen in Ax, wenn die Inklusion 7 — Ax eine offene Einbettung ist. 7 

hei®t invertierbar in Ax, wenn es einen koharenten Ox-Untermodul Z von Ax gibt 

mit JZ = Ox. J ist genau dann invertierbar in Ax, wenn es zu jedem x € X eine 

Kinheit din Ax,, gibt mit J; =d-Ox,,. Ist 7 invertierbar in Ax, so ist J offen in 

Ax. 

Seien f:X — Y ein Morphismus in K und 7 ein koharenter Oy-Untermodul von 

Ay. Mit f(J) bezeichnen wir das Bild von J @o, Ox in Ax. Ist J invertierbar 

in Ay, so ist f(7) invertierbar in Ax. Ist der Morphismus formaler Schemata 

f:(X, Ox) — (Y, Oy) adisch und ist 7 offen in Ay, so ist f(7) offen in Ax. 

Wir definieren nun die Aufblasungen in der Kategorie K. 

Proposition und Definition 3.9.6. Seien X ein Objekt in K und 7 ein offener 

koharenter Ox-Untermodul von Ax. Dann gibt es einen Morphismus f:Y — X in 

K, fir den gilt: f(7) ist invertierbar in Ay und ist g:Z — X ein Morphismus in K, 

so daf 9(7) invertierbar in Az ist, so gibt es genau einen Morphismus h: Z — Y in 

Kmitg=foh.
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Der Morphismus f:Y — X heift die Aufblasung von 7. Gilt 7 - Ax = Ax, so heift 

f eine gute Aufblasung, und ist 1 € 7(X), so heift f eine 1-gute Aufblasung. 

Beweis: Ohne Einschrankung ist X affin. Seien aj,...,an Elemente von 7(X), die 

J als Ox-Modul erzeugen. Wir zeigen 

(1) Zu jedem i € {1,...,n} gibt es einen Morphismus f;: Y; ~ X in KX, fir den gilt: 

Es ist f¥(a;) € Ay,(Yi) eine Einheit in Ay,(Y;) und fi(7) = f*(ai) - Oy,. Ist 

g:Z — X ein Morphismus in K, so da® g*(a;) € Az(Z) eine Einheit in Az(Z) 

ist und g(J7) = g*(ai) - Oz, so gibt es genau einen Morphismus h: Z — Y; in K 

mit g = fj oh. 

Denn: Ax(X) ist ein f-adischer Ring. {a1,...,@n}+Ax(X) ist offen in Ax(X). Des- 

halb haben wir den f-adischen Ring A:= Ax(X)(%+=%*). Die Teilraumtopologie 
a 

von A auf dem Unterring B: = Ox(X) [S, weey fn] von ‘A ist die J - B-adische Topo- 

logie, wobei J ein Definitionsideal von Ox(X) ist. Sei Y; das affine Objekt von K zu 

dem Paar (A,B), dh. Y¥; = (Spf(B),A @ O,O). Fir den kanonischen Morphismus 

fz ¥ji > X gilt (1). | 

(2) Seien i,j € {1,...,n}. In Oy,(¥;) haben wir das Element ent Mit ¥;; 

bezeichnen wir den offenen Teilraum D(Fntait) von Y;. Sei fig: Vig — X die 

Restriktion von fj. Dann gilt: f#.(a;) und ff,(a;) sind Einheiten in Ay,,(¥j;) und 

Fij(T) = f3,(ai)- Oy, = fF,(aj)-Oy,,. Ist g: Z + X ein Morphismus in K, so dab 

g*(a;) und g*(a;) Einheiten in Az(Z) sind und 9(7) = g*(ai)-Oz = g*(a;)-Oz, 

so gibt es genau einen Morphismus h: Z > Yj; in K mit g = fi; 0h. 

Denn: Sei g:Z — X ein Morphismus in K mit den Eigenschaften aus (2). Nach (1) 

gibt es genau einen Morphismus h: Z — Y; mit g = fj;oh. Es gibt c,d € Oz(Z) 

mit g*(a;) = g*(aj)-¢ und g*(aj) = g*(a;)-d, also g*(aj)-c-d = g*(a;) und somit 

c-d= 1. Sei e das Element von Oy,(Y;) mit f*(a;) = ff(ai)-e. Es ist ce = h*(e). Da 

h:(Z, Oz) — (Yj, Oy,) ein Morphismus lokal geringter Raume und h*(e) eine Einheit 

in Oz(Z) ist, folgt h(Z) C Yi;. 

Nach (2) erfillen fi;:¥i; > X und fji:¥j; — X dieselbe universelle Kigenschaft. 

Deshalb gibt es genau einen X-Isomorphismus ¥;;: Yi — Y;; in K. Mit Hilfe dieser 

yij verkleben wir die X; und erhalten ein Objekt Y von K. Die f; definieren einen 

Morphismus f: Y -+ X in K. Dieser Morphismus erfiillt (3.9.6). 

Bemerkung 3.9.7. Seien X ein Objekt von K, 7 ein offener kohdrenter Ox- 

Untermodul von Ax, der von a1,...,dn € J(X) erzeugt wird, und f:Y > X die 

Aufblasung von 7. Dann gilt 
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i) Fir jedes 2 € {1,...,n} ist die Menge Yj;:= {y € Y | p (a;)y erzeugt den Oy,- 

Modul f(.7)y} offen i in Y und es ist Y = U Yj. 
wl 

ii) Sei 7 ein Element von {1,...,n}. Es ist f*(a;) | Yj eine Einheit in Ay(Y;). Fur 

jedes j € {1,...,n} gibt es ein e; € Oy(Y;) mit ft(a;) | Yi = (f*(ai) | Yi) - e;. 

Es ist YY; = {y € Yj | (e;)y ist eine Einheit in Oy,y} = {y € Y; | (ej)(y) # 0}. 

iii) Fiir jede offene "0 ho ie U von X und jede nichtleere Teilmenge H von 

{1,...,m} ist f- nf) Y; eine offene affine Teilmenge von Y. 
1c 

Beweis: (i) und (ii) sind klar. (iii) folgt aus dem Beweis von (3.9.6). 

Bemerkung 3.9.8. Seien X ein Objekt aus K und 7,7 offene koharente Ox- 

Untermoduln von Ax. Aus der universellen Kigenschaft von Aufblasungen folgt 

i) Sind f:¥ — X die Aufblasung von J und g: Z — Y die Aufblasung von f(Z), 

so ist fog:Z — X die Aufblasung von 7.7. . 

ii) Ist Z invertierbar in Ax, so sind die Aufblasungen von 7, 7"(n € N) und 77 

isomorph. 

iii) Sei g:X’ — X ein Morphismus in K, so da® 9(7) offen in Ay: ist. Seien 

f:Y — X und f':Y' - X’ die Aufblasungen von 7 und g(.7). Es gibt genau 

einen Morphismus h: Y’ > Y in K, so da8 kommutiert 

y - y 

f'l \f 

x — xX 
g 

Dieses Diagramm ist kartesisch in der Kategorie K. 

Bemerkung 3.9.9. Seien X ein affines Objekt von XK und J ein offener koharenter 

Ox-Untermodul von Ax. Wir setzen B:= Ox(X), A:= Ax(X), J: = F(X). Es ist 

6 J” auf kanonische Weise eine graduierte B-Algebra. Wir haben deshalb einen. 

nENo | 

Morphismus von 1 Schemata p:V:= Proj( B J") —+ SpecB =:U. Die Inklusion 
n€No 

— J™ — DB A macht QB A zu einer graduierten &B J”-Algebra. Deshalb 
n€No n€No n€No n€No 

haben wir die Oy-Algebrengarbe Ay: = ( BD A)~ auf V. Die B-Algebra A gibt 

nENo
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die Oy-Algebrengarbe Ay: = A auf U und der Ringhomomorphismus A —~+ BD A 

nENo 
definiert einen Garbenmorphismus y: Ay — ysAy. Sei Z der durch J gegebene 

koharente Oy-Untermodul von Ay. (U, Ay, Ov) und (V, Ay, Ov) sind Objekte von 

K und y und 7 definieren einen Morphismus f:(V, Ay, Ov) —> (U, Ay, Oy) in der 

Kategorie K. Die invertierbare Garbe Oy(1) auf V stimmt tberein mit der Garbe 
F(Z). Es ist f die Aufblasung von Z. 

Sei H ein Definitionsideal des adischen Rings B. Seien U und V die Vervollstandi- 

gungen der Schemata U und V beziiglich der Idealgarben H- Oy und H- Oy. Wir 

haben das kommutative Diagramm kanonischer Morphismen 

vy +4oy 

? | Ly 

U — OU 

Der Garbenmorphismus ~:Ay -—~> Ay induziert einen Garbenmorphismus 

itAy — balj* Av). | 
(U,i*Av, Op) und (V, j* Av, Oy) sind Objekte in K, wobei (U, #*Ay,Oy) unser 

Ausgangsobjekt X ist. @ und w definieren einen Morphismus f: (V,j*Ay, Oy) — 

(U,i*Ay,Og) der Kategorie K, der die Aufblasung von J ist. 

Es gilt (7) = 3*(Ov(1)). 
Sei @1,...,@n ein Erzeugendensystem des B-Moduls J. Das Schema 

Vo= Proj( GB J”) wird tberdeckt von den offenen affinen Teilmengen 
nENo 

D+(a1),.--,D+4(an). Fir jedes k € {1,...,n} gilt Y, = j-1(D+4(az)), wobei 

Yi,.-.,¥n die Mengen aus (3.9.7 i) sind. 

Beispiel 3.9.10. Seien X ein Objekt von K und J eine koharente Ox-Unteralgebra 

von Ax. Sei f:¥ —> X die Aufblasung von 7. Fiir jede offene affine Teilmenge U 

von X ist f-!(U) affin mit Ay(f-1(U)) = Ax(U) und Oy(f-1(U)) = J(U). 

Beweis: Ohne Einschrankung ist X = U affin. Sei aj,...,an ein Erzeugendensystem 

des Ox(X)-Moduls 7(X) mit a] = 1. Seien Yj,..., Yn die Mengen aus (3.9.7 i). Sei 

ein 2 € {1,...,n} gegeben. Wir verwenden (3.9.7 ii) mit j = 1. Es ist f*(a;) | % 

eine Einheit in Ay(Y;) mit (f*(aj)| Y¥j)-! € Oy(%). Da f*(a;) | Yj ganz iiber 

Oy(¥;) ist (denn f*(aj) ist ganz tiber Ox(X)), folgt f*(a;) | ¥i € Oy(Y;) und somit 
ist ey = (f*(a;) | Y;)~} eine Binheit in Oy(Y;). Deshalb gilt ¥; NY, = Y;, also 
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Y; C ¥, und daher Y = ¥j. Aus dein Beweis von (3.9.6) folgt Ay,(Y¥i1) = Ax(X) und 
Oy, (Vi) = F(X). 

Lemma 3.9.11. Seien X ein Objekt von K und U eine offene Teilmenge von X. 

Sei g:V —» U eine Aufblasung (bzw. 1-gute Aufblasung) von U. Dann gibt es 

eine Aufblasung (bzw. 1-gute Aufblasung) f: YY —> X von X mit f-1(U) = V und 

fl FW) =9. 

Beweis: Sei 7 ein offener koharenter (Ox | U)-Untermodul von Ax | U, so daB g die 

Aufblasung von J ist. Nach (3.9.4) gibt es einen offenen koharenten Ox-Untermodul 

I von Ax mit Z| U = J. Ist g eine 1-gute Aufblasung, so kénnen wir annehmen 

1 € J(U) und somit auch 1 € Z(X). Fur die Aufblasung f:Y —+ X von 7 gilt 

(3.9.11). 

Wir wollen nun einen Funktor von der Kategorie K in die Kategorie der adischen 

Raume konstruieren. Dazu benotigen wir Morphismen Y —> X, wobei Y ein adischer 

Raum und X ein Objekt von KX ist. Deshalb vergréfern wir K zu einer Kategorie K, 

die die Kategorie der adischen Raume als Unterkategorie enthalt. 

Die Objekte von K sind die Tripel (X,Ax,Ox), wobei X ein topologischer Raum, 

Ax eine Garbe auf X mit Werten in der Kategorie der topologischen Ringe und Ox 

eine Unterringgarbe von Ax ist, so da8 fiir jedes x € X der Halm Ox,, lokal ist. Die 

Morphismen (X,Ax,0x) — (Y, Ay, Oy) der Kategorie X sind die Paare (yp, ), wo- 

bei py: X —> Y eine stetige Abbildung und : Ay —> y.Ay ein Garbenmorphismus 

topologischer Ringe ist, so da8 4(Oy) C ysOx und fiir jedes x € X der induzierte 

Ringhomomorphismus Oy,,,,. —* Ox,, lokal ist. X ist eine volle Unterkategorie von 

K. 

Ist (X, Ox, (vz | « € X)) ein Objekt aus (VL)top, so ist (X, Ox, OF) ein Objekt aus 

K. Jeder Morphismus (X,Ox,(vz | 2 € X)) — (Y,Oy,(vy | y € Y)) in (VL)top 

induziert einen Morphismus (X, Ox, Of) — (Y,Oy, Of) in K. Wir haben also 

einen Funktor yz von der Kategorie (VL)top in die Kategorie K. Via yz, betrachten 

wir (VL)top als Unterkategorie von K. 

Lemma 3.9.12. Seien X ein affines Objekt in K und Y ein Objekt in (VL)top. Man 

hat eine kanonische Bijektion von der Menge der Morphismen Y —~> X in X. auf 

die Menge der stetigen Ringhomomorphismen Ax(X) —> Oy(Y), die Ox(X) nach 

OF(Y) abbilden.
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Beweis: Sei f:Ax(X) —> Oy(Y) ein stetiger Ringhomomorphismus mit 

f(Ox(X)) © OF(Y). Fiir jedes y € Y séi p(y) der Kerti dér ausamiméhgesetzten 
Abbildwig hy: Ox(X) —3 OF(Y) — OF, — £(y), wobei £(y) der Residuenkérper 

von OF, ist. Es ist p(y) = {a € Ox(X) | vy(f(a)) > 0}. Da f stetig ist, ist p(y) 

offen. Deshalb haben wir eine Abbildung y: Y —> X,y + p(y). Sie ist stetig, da far 

jedes s € Ox(X) gilt p-1(D(s)) = {yEY |0>vy(f(s))}. 

Wir definieren einen Garbenmorphismus topologischer Ringe w: Ax —~> »,Oy. 

Sei s ein Element von Ox(X). Wir setzen U:= {y € Y | 0 > vy(f(s))} und 

t:= f(s) | U. Es ist t eine Einheit in Oy(U) und v,y(}) > 0 fiir jedes y € U. Also 
+ € OF(U) € Oy(U)°. Nach (2.1.15) gibt es genau einen stetigen Ringhomomorphis- 

mus fs: Ax(D(s)) = Ax(X)(4) —+ Oy(U) = Oy(y-1(D(s)), so daB kommutiert 

Oy(w-(D(s)) LL Ax(D(s)) 
1 t 

Oy(Y) > Ax(X) 

Die f, definieren einen Garbenmorphismus ~: Ax —> ysOy. In Ax(D(s)) haben 

wir den Unterring Ox(X)[1]. Es ist fs(Ox(X)[2])¢ OF(U). Da Ox(X) [2] dicht 
in Ox(D(s)) ist und Of(U) abgeschlossen in Oy(U) ist, gilt fs(Ox(D(s))) Cc OF(U) 

und somit ~(Ox) C yO}. Sei y ein Punkt von Y und sei h:Ox,,.,. —> OF, der 

durch # induzierte Ringhomomorphismus. Seien my und m,(,) die maximalen Ideale 

von Oy, und Oxy). Nach der Definition von ¢ gilt g~1(myiy)) = g-}(h-1(my)), 

wobei g die kanonische Abbildung Ox(X) —> Ox,,,,) ist. Hieraus folgt myiy) = 

h-1(my), also ist A lokal. 

Proposition 3.9.13. Sei X ein Objekt in K. Es gibt ein Objekt t(X) von (VL)top 

und einen Morphismus 7 = x:t(X) > X in K, so daf gilt: Sind Y ein Objekt von 

(VL)top und f:¥ — X ein Morphismus in K, so gibt es genau einen Morphismus 

g: ¥ > t(X) in (VE )top mit f= 70g. 

t(X) ist ein adischer Raum. 

Beweis: Ohne Einschrankung ist X affin. Sei ¢(X) der adische Raum zu dem 

affinoiden Ring (Ax(X),Ox(X)°). Nach (3.9.12) induziert die Indentitat Ax(X) - 

Ax(X) einen Morphismus 7:t(X) + X in K. Nach (3.2.9 ii), (3.2.10) und (3.9.12) 

gilt (3.9.13). 

Bemerkung 3.9.14. i) Ist U eine offene affine Teilmenge von X, so ist r—!(U) affi- 

noid.
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ii) Sei X affin. Dann ist t(X) der adische Raum zu dem affinoiden Ring 

(Ax(X), Ox(X)*). Die Abbildung 7:t(X) — X kann man folgendermafen konstru- 

ieren: Sei v ein Punkt von Spa(Ax(X),Ox(X)°). Wir betrachten v als Bewertung 

von Ax(X). Fir die Bewertung w:= v | Ox(X) von Ox(X) gilt cI'w = (0). Es ist 

m(v) = supp (w | cI'y). 

iii) Es ist Ax — mOyx) ein Isomorphismus. Deshalb identifizieren wir haufig far 

eine offene Teilmenge U von X die Ringe Ax(U) und Oyx)(7—1(U)) miteinander. 

Sei OF der ganze Abschlu8 von Ox in Ax ((EGA], II. 6.3). Aus (2.4.4) folgt, daf 

OS, ein quasikoharenter Ox-Modul ist mit O&(U) = Ox(U)¢ fiir jede offene affine 

Teilmenge U von X. Unter dem [somorphismus Ax — 14O,(x) wird O& auf TOF x) 

abgebildet. 

Ist f: X — Y ein Morphismus in X, so gibt es nach (3.9.13) genau einen Morphismus 

adischer Raume ¢(f):t(X) — t(Y), so daf in K kommutiert 

x) 2 wy) 

mx | | ty 

Xx — Y 
f 

Also haben wir einen Funktor ¢ von der Kategorie K in die Kategorie der adischen 

Raume. 

Beispiel 3.9.15. i) Ist (X,Ox) ein lokal noethersches formales Schema, so ist 

(X, Ox, Ox) ein Objekt der Kategorie K. Auf diese Weise betrachten wir die Katego- 

rie der lokal noetherschen formalen Schemata als volle Unterkategorie der Kategorie 

K. Durch Restriktion des Funktors ¢t erhalten wir einen Funktor von der Kategorie 

der lokal noetherschen formalen Schemata in die Kategorie der adischen Raume. 

ii) Sei X ein lokal noethersches formales Schema und sei Y der zugehGrige adische 

Raum gemag (i). Wir setzen T:= {y € Y | vy ist eine triviale Bewertung }. Es gilt 

T = {y € Y | y hat keine echte Primarspezialisierung } und jedes y € Y hat genau 

eine Primarspezialisierung r(y), die in T liegt. Dadurch erhalten wir eine stetige 

Retraktion r:Y — T. Die Garben r,Oy und Oy | T stimmen iiberein. Der lokal 

geringte und topologisch geringte Raum (T,r.Oy) ist kanonisch isomorph zu X. Die 

Menge aller Sekundarspezialisierungen aller Punkte von T ist Yna. 

Wir erhalten, da8 der Funktor t von der Kategorie der lokal noetherschen formalen 

Schemata in die Kategorie der adischen Raume volltreu ist. Man kann also die 

Kategorie der adischen Raume als Erweiterung der Kategorie der lokal noetherschen
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formalen Schemata betrachten. 

Der Funktor ¢ von der Kategorie K in die Kategorie der adischen Raume ist treu. 

Dies folgt aus (3.9.14 iii) und (3.9.16). 

iii) Sei X ein noethersches Schema. Dann ist Spv +(X) eine prokonstruierbare Teil- 

menge von Spv.X. Sei O die Garbe der algebraischen Funktionen auf Spv +(X) 

beztiglich X. Jede Bewertung x € Spv+(X) setzt sich eindeutig fort zu einer Be- 

wertung vz von QO; mit Trager im maximalen Ideal von O,. Wir machen O zu 

einer Garbe mit Werten in der Kategorie der topologischen Ringe, so daf fiir jede 

offene quasikompakte Teilmenge U von Spv +(X) die Topologie auf O(U) diskret ist 

((EGA*], 0.3.9). Dann ist S:= (Spv+(X),O, (vz | « € Spv+(X))) ein Objekt von 

(V L)top. 

Ks gibt einen kanonischen Morphismus o:t(X) > S$ in (VL) top. Aquivalent sind 

a) o ist injektiv 

b) o ist ein Isomorphismus 

c) X ist separiert. 

iv) Seien A ein noetherscher Ring und Z eine homogene Koordinate von P4. Sei X die 

Vervollstandigung von P4, langs der linearen Hyperebene {Z = 0}. Der analytische 

Raum t(X)a ist der in (3.3.24) konstruierte analytische Raum. 

Lemma 3.9.16. Fur jedes X € K ist :t(X) —+ X surjektiv. 

Beweis: Ohne Einschrankung ist X affin. Sei p ein offenes Primideal von Ox(X). 

Sei q ein minimales Primideal von Ox(X), das in p enthalten ist. Nach (1.1.16) gibt 

es eine Bewertung w von Ox(X), so da’ supp(w) = q und die trivial Bewertung von 

Ox(X) mit Trager p eine Primarspezialisierung von w ist. Es ist w(a) > 0 fiir jedes 

a € Ox(X) und w(a) > 0 fiir jedes a € Ox(X)°°. Da Ax(X) ein Primideal besitzt, 

das ttber q liegt, gibt es eine Bewertung v von Ax(X) mit v | Ox(X) = w. Nach 

(3.1.3) ist v | cP, € Spa(Ax(X), Ox(X)¢). Aus (3.9.14 ii) folgt r(v | Io) =p 

Bemerkung 3.9.17. Sei X € K. Aus (3.9.14 i) und (3.9.16) folgt, da®8 X genau 

dann quasikompakt ist, wenn ¢(X) quasikompakt ist. Da X quasisepariert ist, ist 

auch t(X) quasisepariert. 

Lemma 3.9.18. Seien X ein Objekt von K, f:Y — X die Aufblasung eines offenen 

koharenten Ox-Untermoduls 7 von Ax und 7 die yon im (rx (7) — Oyx)) erzeugte 

Idealgarbe von Ox). Es gilt 
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i) Der Morphismus ¢(f):¢(Y) — t(X) induziert einen Isomorphismus von ¢(Y) auf 

den offenen Teilraum ¢(X)\V(Z). Genau dann ist ¢(f) ein Isomorphismus, wenn 

f eine gute Aufblasung ist. 

ii) Angenommen, J wird als Ox-Modul von ay,...,an € J(X) erzeugt. Fiir jedes 

4 {1,...,n} setzen wir Uj = {x € t(X) | ve(ag) > ve(a;) # 00 fir k= 1,...,n} 

und V; = {x € t(Y) | ve(f*(ax)) = ve(f*(ai)) # co fir k = 1,...,n} (wir 

identifizieren hier Ax(X) und Oyx)(t(X)), ebenso Ay(Y) und Oyy)(H{(Y)). 

Seien Y},...,¥n C Y wie in (3.9.7 i) definiert. Fur jedes ¢ € {1,...,n} gilt 

Ui=t(f)(Vi) und Vi = xy'(¥i). 

Beweis: Ohne Einschrankung ist X affin. Zunachst zeigen wir: 

(1) Es ist Y = ay1(¥) fiir 2 =1,...,n. 

Denn: Es ist f*(a;) | Y; eine Kinheit in Ay(Y;) und es gibt ein e, € Oy(Y¥j) mit 

I*(az) | Yi = (f*(ai) | Yi) - ey fir jedes k € {1,...,n} ( (3.9.7.ii)). Hieraus folgt 

my (Yi) C Vj. Sei x ein Element von V;. Wir wahlen ein s € {1,...,n} mit y:= 

my(x) € Ys. Sei e das Element von Oy(Y;) mit f*(a;) | Ys = (f*(as) | Ys)-e. Es ist ey 

cine Einheit in Oy,,, denn Oy, — Orv) 2 ist lokal und vz(f*(as)) > ve(f*(ai)) # oo. 

Hieraus folgt y € Y; (( 3.9.7 ii), also x € wy1(Yj). 

Aus dem Beweis von (3.9.6) folgt 

(2) Fur jedes 2 € {1,...,n} gilt: t(f)\(my' (¥i)) = U; und die Restriktion ry (Yi) — 

U; von t(f) ist ein Isomorphismus. 

‘Trivialerweise gilt 

(3) Es ist Vi = ¢(f)-1(U;) fir t 3/1,...,n. 
: n 

Aus (1), (2) und (3) folgt, daf ¢(f) ein Isomorphismus von t(Y) auf U U; ist. Damit 
=] 

ist (3.9.18) gezeigt. 

Beispiel 3.9.19. i) Ist X ein lokal noethersches formales Schema, so ist. die Identitat 

X — X die einzige gute Aufblasung von X. 

ii) Seien X ein Objekt von K und Jf ein Definitionsideal des formalen Schemas 

(X, Ox). Sei f:Y — X die Aufblasung von J (in der Kategorie K). Dann induziert 

t(f):t(Y) — t(X) einen Isomorphismus von t(Y) auf t(X)a. 

Bemerkung 3.9.20. i) Ist f:Y — X eine gute Aufblasung, so ist Ax — f,Ay ein 

Isomorphismus (topologischer Garben).
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ii) Sind g: Z — Y und f:Y — X gute Aufblasungen (bzw. 1-gute Aufblasungen) und 

ist X quasikompakt, so ist auch fog: Z — X eine gute Aufblasung (bzw. 1-gute 

Aufblasung). 

Beweis: i) Fir jede offene Teilmenge U von X haben wir das kommutative Diagramm 

6 
Ouyy(ry (f-1(U))) —  Ay(f-*(0)) | 

aT Ta 

Ouxy(rx'(U)) = Ax(U) 

Nach (3.9.14 ii) und (3.9.18 i) sind 8,y,6 Isomorphismen. Also ist auch a ein 

Isomorphismus. 

ii) (vgl. [RG], 5.1.4). Sei f die Aufblasung eines offenen koharenten Ox-Untermoduls 

J von Ax und sei g die Aufblasung eines offenen koharenten Oy-Untermoduls Z von 

Ay. Sind f und g 1-gute Aufblasungen, so nehmen wir an 1 € 7(X) und 1 € Z(Y). 

Wir setzen H:= f(7). Nach [EGA], IL.5.2.4 und (3.9.9) gibt es ein n € N mit 

TH" = f(fs(ZH")). Es ist ZH™ ein offener koharenter Oy-Untermodul von Ay. 

Nach (i) ist £:= f,(ZH") ein offener koharenter Ox-Untermodul von Ax. Nach 

(3.9.8) ist fog die Aufblasung von £7. Da f und g gute Aufblasungen sind, ist auch 

f og eine gute Aufblasung ((3.9.18 i)). 

Lemma 3.9.21. Sei X ein Objekt von K. 

i) Sind x und y zwei Punkte von ¢(X) und y eine Primarspezialisierung von zx, so 

gilt mx (xz) = mx(y). . 

ii) Seien Uj,...,Un offene quasikompakte Teilmengen von t(X), die abgeschlossen 

gegentiber Primarspezialisierungen sind. Dann gibt es eine 1-gute Aufblasung 

f:Y -— X und offene quasikompakte Teilmengen Vj,...,Vn von Y, so dak 

t(fy-1(U;) = wy'(Vi) fir i = 1,...,n. (Die Voraussetzung, da8 U; abgeschlossen 

gegentiber Primarspezialisierungen ist, ist notwendig nach (i) und (3.9.18 i).) 

Beweis: i) Sei U eine offene affine Umgebung von 7x(y) in X. Die Punkte x und y 

liegen in wy (U). Die Behauptung folgt nun aus (3.9.14 ii). 

ii) Nach (i) ist fir jedes ¢ € {1,...,n} und jede Teilmenge W von X die Menge 

U; A ry'(W) abgeschlossen gegentiber Primarspezialisierungen. Nach (3.9.17) ist 

Uinny' (W) quasikompakt fiir jede quasikompakte offene Teilmenge W von X. Indem 

wir jedes Uj als endliche Vereinigung von Mengen der Form U; M 7y'(W) schreiben, 

. wobei W eine offene affine Teilmenge von X ist, konnen wir ohne Einschrankung
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annehmen, daf es zu jedem? € {1...,n} eine offene affine Teilmenge W; von X gibt 

mit Uj C rx! (Wi). Jedes 7x'(W;) ist affinoid. Deshalb kénnen wir nach (3.6.3 iii) 

jedes U; schreiben als endliche Vereinigung von rationalen Teilmengen von ry (Wi), 

die wie in (3.6.3 ii) gewahlt sind. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, daf 

jedes U; eine solche rationale Teilmenge ist, also U; = R(#) C mx!(W;), wobei 

l; € Ax(W;) und L; eine endliche Teilmenge.von Ax(Wj) ist mit {1,1;} C L;. Sei 

A — W; die Aufblasung von L;-(Ox | Wi) C Ax | Wi. Es gibt eine offene 
é 

Teilmenge H; von Y. mit moi (Hi) = t(f,)-1(Ui) ((3.9.18)). Nach (3.9.11) kénnen 
t 

wir f fortsetzen zu einer 1-guten Aufblasung f;:Y; — X. Nach (3.9.8 i) gibt es 

eine 1-gute Aufblasung f:Y — X und Morphismen g;:Y — Y; mit f = fj 0 9; fur 

i=1,...,n. Mit Vis= 97! (H,) gilt ¢(f)-1(U;) = wy"(VY)). 

Satz 3.9.22. i) Seien X und Y Objekte von K iiber einem Objekt Z von K, f:X — Z 

und g:Y — Z. Der durch g gegebene Morphismus formaler Schemata (Y,Oy) — 

(Z, Oz) sei lokal von endlichem Typ und X sei quasikompakt. Weiterhin sei h: t(X) > 

t(Y) ein ¢(Z)-Morphismus adischer Raume (die Gleichung t(g) oh = t(f) in (VL)top 

ist Aquivalent zu der Gleichung go my oh = fox in K). Dann gibt es eine 1-gute 

Aufblasung p: X' —» X und einen Z-Morphismus s: X‘ -> Y in K, so da8 hot(p) = t(s). 

ii) Sei f: X -+ Y ein Morphismus in K, so da der durch f gegebene Morphismus 

formaler Schemata (X,Ox) — (Y,Oy) lokal von endlichem Typ ist und Y quasi- 

kompakt ist. Weiterhin sei t(f):¢(X) — ¢(Y) ein Isomorphismus. Dann gibt es eine 

1-gute Aufblasung g:Y’ — Y und ein kartesisches Diagramm in K 

x’ J. y' 

| lq 

xX -— YY f 

(siehe (3.9.8 iii)), so da8 f’ ein Isomorphismus in XK ist. 

Beweis: i) Nach (3.9.20 ii) geniigt es, p als Komposition von 1-guten Aufblasungen zu 

konstruieren. Wir diirfen bei Bedarf X durch eine 1-gute Aufblasung von X ersetzen. 

i(X) ist quasikompakt. 

Seien {{ und MY endliche Mengen offener affiner Teilmengen von Y, so daf gilt: 

A(t(X)) © wy*( U U), zu jedem W € W:= UU WD gibt es eine offene affinoide 
Veu 

Teilmenge V von Z mit g(W) C V, und fiir jedes U,U' € & laBt sich UNU' als 
J 

Vereinigung von Elementen aus 20 schreiben.
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Fir jedes W € 20 ist ny'(W) quasikompakt und abgeschlossen gegentiber Primarspe- 

zialisierungen. Aus (3.8.12) folgt, da8 h-1(a1(W)) quasikompakt und abgeschlossen 

gegentiber Primarspezialisierungen ist fir jedes W € IJ. Nach (3.9.21 ii) konnen wir 

annehmen, daf es zu jedem W € QD eine offene quasikompakte Teilmenge X(W) von 

X gibt mit A-1(np1(W)) = ry'(X(W)). Der Morphismus A gibt fiir jedes W € 90 
einen Ringhomomorphismus 

hw: Ay(W) — Ax(X(W)) 

Sei OS der ganze Abschlu8 von Ox in Ax. Es gilt 

(1) Fir jedes W € QU ist der von hw(Oy(W)) erzeugte (Ox | X(W))-Untermodul 

Fw von Ax | X(W) von endlichem Typ und in O§ enthalten. 

Denn: Sei ein W € QU gegeben. Sei V eine offene affine Teilmenge von Z mit 

g(W) CV. Da nach Voraussetzung Oy(W) topologisch von endlichem Typ tber 

Oz(V) ist, gibt @s eine endliche Teilmenge L von Oy(W), so da Oz(V){L] dicht in 

Oy(W) ist. Wegen gony oh = fory gilt hw(Oz(V)[L]) C Ox(X(W))[hw(L)]. Da 

Ox(X(W)) offen in Ax(X(W)) ist, erhalten wir hw (Oy(W)) C Ox(X(W))[hw(ZL)]. 

Es ist Oy(W) C Ofy (ty (W)) und somit hw(Oy(W)) ¢ Onn) (tx (X(W))) = 

O5,(X(W)). Damit ist (1) gezeigt. 

Nach (3.9.4) kann man Fy zu einem offenen koharenten oO x-Untermodul Gw von 

Ax fortsetzen. Da O% quasikoharent ist ((3.9.14 ili)), ist Gy M O& koharent. Sei 7 

die von > (Gwin OS) erzeugte Ox-Unteralgebra von Ax. Es ist 7 ein offener 

Wess 
koharenter Ox-Untermodul von Ax mit 

(2) hw(Oy(W)) C J(X(W)) fur jedes W € W. 

Sei r: X' + X die Aufblasung von J. Wir ersetzen X durch X’,h durch hot(r) und 

X(W) durch r~!(X(W)). Mit (3.9.10) folgt dann aus (2) 

(3) Fir jedes W € W gilt hw(Oy(W)) C Ox(X(W)). 

Die Ringhomomorphismen hy: (Ay(W), Oy(W)) — (Ax(X(W)), Ox(X(W))) defi- 

nieren Z-Morphismen sw: X(W) — W in K. Es gilt 

(4) Sind W, W’ Elemente von 20 mit W’ CW, so ist X(W’) C X(W), sw(X(W’)) C 

- W' und die Restriktion X(W’) — W' von sw stimmt iberein mit sy. 

Denn: Aus der Konstruktion von X(W) und X(W’) folgt X(W') C X(W). Die 

ubrigen Behauptungen aus (4) folgen aus dem kommutativen Diagramm 
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(Ax(X(W')),Ox(X(W"))) “2 (Ay(W’'), Ov(W’)) 
BI ta 
(Ax(X(W)), Ox(X(W))) — (Ay(W), Ov(W)), 

hw 

wobei a und @ durch Restriktionshomomorphismen der jeweiligen Garben gegeben 

werden. 

Mit (4) erhalten wir 

(5) Seien U,U' zwei Elemente von {. Dann ist sy(X(U)N X(U’)) C UAV, 

sy'(X(U)NX(U')) C UNU' und die Restriktionen X(U)M X(U') 4 UNU' von 
sy und sy stimmen iiberein. — 

Denn: Es ist 3:= {V € W|V CUNU’} eine Uberdeckung von U NU". Deshalb ist 

{X(V) | V € 3} eine Uberdeckung von X(U)N X(U’). Damit folgt (5) aus (4). 

Da {X(U) | U € LU} eine Uberdeckung von X ist, definieren nach (5) die sy einen 

4-Morphismus s: X — Y in K. Es gilt t(s) = h.. 

ii) Nach (3.9.20 ii) geniigt es, g als Komposition von 1-guten Aufblasungen zu kon- 

struieren. Wir nehmen an, daf (ii) gilt, wenn Y durch n offene affine Teilmengen 

tiberdeckt werden kann, und zeigen nun, daf (ii) gilt, wenn Y durch n + 1 offene 

affine Teilmengen Y1,...,Yn41 tiberdeckt wird. Sei Z:= Y; U...UY,. Wir wenden 

unsere Annahme an auf die Restriktion f-1(Z) + Z von f. 

Nach (3.9.11) gibt es eine 1-gute Aufblasung g: Y’ —> Y und ein kartesisches Diagramm 

ink . 

x’ I, Y’ 

| lq 

X — Y, 
f 

so daf die Restriktion g-!(q-!(Z)) — q71(Z) von g ein Isomorphismus ist. Es gentigt, 

(ii) fir g zu beweisen. Die Voraussetzungen von (ii) sind fiir g erfiillt. Angenommen, 

es gilt (ii) fur die Restriktion g-!(q71(Yn41)) ~ q7!(Yn41) von g. Indem wir wieder 

(3.9.11) anwenden, erhalten wir, daf (ii) fiir g gilt. Wir ersetzen Y durch q71(¥n41), X 

durch g~!(q~!(Yn41)) und f durch die Restriktion g~!(q-1(Yn41)) — q7!(Yn41) von 

g. Dadurch haben wir den Beweis von (ii) auf den Fall reduziert, daB t(Y) affinoid 

ist. 

Seien {U; |i € I} und {V; | j € J} offene affine Uberdeckungen von X und Y. Dann 

haben wir auf t(Y) die offene Uberdeckung Ll: = {t( f(xy UV) (V;) lie lie
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J}. Nach (3.6.3 iii) gibt es eine endliche Teilmenge L von Ay(Y) mit 1 € L und eine 

endliche Teilmenge T von L, so daf {R(4) | 1 € T} eine Uberdeckung von t(Y) ist, 

die Lf verfeinert, d.h. wir haben Abbildungen y:T — I und »:T — J, so daB 

(1) R(F) C t(f)(xx"(Upq~y)) und R(4) C xy! (Vyqy) fiir jedes 1 € T. 

Sei q:Y' — Y die Aufblasung von L- Oy C Ay und sei 

x’ I, y’ 

pl lq 

xX — Y 
f 

das kartesische Diagramm in KX zu f und gq. Es gilt 

(2) Der Morphismus g ist affin, d. h. es gibt eine offene affine Uberdeckung J von 

Y’, so daB g—1(V) affin ist fiir jedes V € U. 

Denn: Fur jedes / € T haben wir in ¢(X) die Mengen Q;:= {zx € = t(X) | vz(f*(a)) > 

vz(f*(2)) # co fiir jedes a € L}. Es gilt 

(a) Qr = (f)-\(R(4)) fiir jedes Le T. 
p ist die Aufblasung von f*(L)-Ox ¢ Ax. Nach (3.9.18) und (3.9.7 ii gibt es zu 

jedem I € T eine offene Teilmenge P; von X' mit 

(b) my Pr } = t(p)-1(Q,) fur jedes 1 € T und 

(c) P) Np-1(U) ist affin fiir jede offene affine Teilmenge U von X und jedes 1 € T. 

Nach (1) ist R(#) C t(A\(rx'(Upa))- Mit (a) erhalten wir Q; C nx (Upa): also 

t(p)-\(Qi) S ryi(p7\(Uyay)). Aus (b) folgt wyi(P) © myH(p-'(Uyqy)). Nach 
(3.9.16) ist dann P; C p~1(U, (a). Somit folgt aus (c) 

(d) P; ist affin fur jedes 1 € T. 

Nach (3.9.18) und (3.9.7 iii) gibt es zu jedem J € T eine offene Teilmenge 5; von Y’ 

mit | 

(e) myr(St) = t(q)-1(R(#)) fiir jedes Je T' und 

(f) 5S; q7!(V) ist affin fiir jede offene affine Teilmenge V von Y und jedes /€ T. 

Nach (1) ist R(4) C ay ‘(Yyqo) also ¢(q)-1(R(4)) m1 (q71(Vyqay))- Mit (e) 

erhalten wir m1 (St) Cry liq —1(Vyy)) und somit S; € q71(Vyq)) (nach (3.9.16). 

Daher gilt nach (f) 

IN
 

IN
 

(g) 5; ist affin fir jedes l € T. 

Aus (e), (a), (b) folgt ryi(g7"(51)) = tg) '(S1)) = t(g)“1(t(g)-(R(F))) = 
t(p)—(t(f)-"( R(F))) = t(p) (Qi) = 4y!(P,). Daher gilt nach (3.9.16)
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(hi) P; = g-(.S)) fiir jedes 1 € T: 

Da {R(4) ] 1 € T} éine Uberdeckung von t(Y) ist; fulgt aus (6) ind (3.9.16), da 

{5, | 1 € 1} eine Uberdeckung von Y’ ist. Aus (d), (g), (h) folgt (2). . 

Es geniigt, (ii) fiir g: X' + Y’ zu beweisen. Indem wir X durch X',Y durch Y’ und 

f durch g ersetzen, konnen wir ab jetzt zum Beweis von (ii) voraussetzen, dab f affin 

ist. 

Da t(f) ein Isomorphismus ist, gilt 

(3) Der Garbenmorphismus Ay — f,A, ist ein Isomorphismus (topologischer Gar- 

ben). 

Wir zeigen nun 

(4) Der Oy-Modul f,Ox ist koharent. 

Denn: Sei V eine offene affine Teilmenge von Y, so da8 U:= f-!(V) affin in X ist. 

Der Morphismus f induziert das kommutative Diagramm 

a 

Ax(U) —_  Ay(V) 

t T 

Ox(U) — Oy(V) 
Mittels a identifizieren wir Ay(V) mit Ax(U), also Oy(V) © Ox(U) © Ax(U) = 
Ay(V). Nach Voraussetzung tiber f ist Ox(U) topologisch von endlichem Typ tiber 

Oy(V). Da Oy(V) offen in Ay(V) und damit auch offen in Ox(U) ist, ist Ox(U) von 

endlichem Typ tiber Oy(V). Es ist On) (4x (U)) der ganze Abschlu8 von Ox(U) in 

Ax(U), ebenso ist Oxy (ty (V)) der ganze Abschlu8 von Oy(V) in Ay(V). Wegen 

a Ory) (ty (V))) = Orn (t x (Y)) ist also Ox(U)* = Oy(V)¢. Deshalb ist Ox(U) 

ein endlich erzeugter Oy(V)-Modul. 

Aufgrund von (3) und (4) betrachten wir f,Ox als offenen koharenten Oy-Untermo- 

dul von Ay. Sei g:Y’ - Y die Aufblasung von fxOx und sei 

x’ I, y’ 

pl 1q 

xX -— Y 
f 

das kartesische Diagramm in K zu f und q. Wegen f(fxOx) = Ox gilt X’ = X und 

p=idyx. Da f affin ist, folgt aus (3.9.10) und (3): Der Morphismus g ist affin und die 

Garbenmorphismen Ay: — g,Ay: und Oy: — gsOy sind Isomorphismen. Daher ist 

g ein Isomorphismus.
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Korollar 3.9.23.Ist f: X — Y ein Morphismus in K, der die Voraussetzungen von 

(3.9.22 ii) erfiillt; so gibt es eine 1-gute Aufblasuiig g: W —» X; so daB fog: W 39 Y 

eitié 1-gute Aufblasiing ist. 

Satz 3.9.24. Seien X ein quasikompakter adischer Raum, Z ein Objekt in K und 

X — t(Z) ein Morphismus adischer Raume, der lokal von endlichem Typ ist. Dann 

sind aquivalent 

i) Es gibt einen Morphismus Y > Z in K, so daB X und t(Y) als adische Raume 

uber t(Z) isomorph sind. 

ii) X ist quasisepariert und jeder abgeschlossene Punkt von X besitzt ein Funda- 

mentalsystem von offenen affinoiden Umgebungen, die abgeschlossen gegeniiber 

Primarspezialisierungen sind. 

Ist Y —» Z ein Morphismus wie in (i), so ist Ay als Algebrengarbe von endlichem 

Typ uber Az ®o0, Oy. Sind die Bedingungen (i) und (ii) erfillt, so kann man 

den Morphismus Y — Z in (i) so wahlen, daf der zugehérige Morphismus formaler 

Schemata (Y, Oy) — (Z, Oz) von endlichem Typ ist. 

Beweis: (i) ==> (ii): Nach (3.9.17) ist t(Y) quasisepariert. Sei x ein abgeschlossener 

Punkt von i(Y). Sei U eine offene affine Umgebung von my(x) in Y. Nach (3.6.3(i), 

(ii)) hat 2 ein Fundamentalsystem { von offenen Umgebungen in ry!(U), so da jedes 

V € M affinoid und abgeschlossen gegeniiber PrimArspezialisierungen in my (U ) ist. 

Nach (3.9.21 i) ist ty'(U) abgeschlossen gegentiber Primarspezialisierungen in t(Y). 

Deshalb ist jedes V € U abgeschlossen gegeniiber Primarspezialisierungen in ¢(Y). 

(ii) == (i): Den Morphismus X —> t(Z) bezeichnen wir mit f. Es gilt 

(1) Es gibt eine offene affinoide Uberdeckung {U;,...,Un} von X, so daB jedes U; 

abgeschlossen gegeniiber Primarspezialisierungen in X ist und es zu jedem U;, 

eine offene affine Teilmenge V von Z gibt mit f(Ui) C 77'(V). 

Denn: Sei S die Menge der abgeschlossenen Punkte von X. Zu jedem s € S wahlen wir 

cine offene affinoide Umgebung Us von s in X, so daf es eine offene affine Teilmenge 

V von Z gibt mit f(Us) C ™z(V) und U, abgeschlossen gegentiber Primarspeziali- 

sierungen in X ist. Da X quasikompakt ist, spezialisiert jeder Punkt von X in einen 

Punkt von S. Deshalb ist {U, | s € S'} eine Uberdeckung von X. 

k 

Fur jedes k € {0,1,...,n} setzen wir X, = U U;. Wir zeigen durch vollstandige 
i=] 

Induktionen nach k = 0,1,...,n  
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(2) Es gibt einen Morphismus Y — Z in K, so daf ¢(Y) und X; isomorph tber 

t(Z) sind und der Morphismus formaler Schemata (Y, Oy) -» (Z,Oz) lokal von 

éndlichem Typ ist. 

Wir nehmen an, da® (2) fiir ein gegebenes k gilt und zeigen'nun (2) fir k +1. Sei 

V eine offene affine Teilmenge von Z mit f(Uz41) € mz 1(V). Nach (3.8.15) ist der 

durch f induzierte Ringhomomorphismus affinoider Ringe y:(Az(V),Oz(V)*) > 

(Ox(Un41), OF (Ue41)) topologisch von endlichem Typ. Nach (2.4.9) gibt es einen 

offenen Unterring A von Of (U4), so da’ y(Oz(V)) C A, die Restriktion Oz(V) > 

A von y topologisch von strikt endlichem Typ ist und OL (U4) = Ac. Es ist A ein 

adischer Ring ((2.3.27 i)). 

Sei W das Objekt aus K zu (Ox(Uk41), A); d.h. (W, Ow) ist das affine formale 

Schema zu dem vollstandigen adischen Ring A und Aw ist die Ow-Algebrengarbe zu 

der - A-Algebra -Ox(U,41). Der durch y gegebene Ringhomomorphismus 

(Az(V),Oz(V)) + (Ox(Ux41), A) definiert einen Morphismus W — Z in K. Wir 

haben einen kanonischen t(Z)-Isomorphismus aw: t(W) — U,41. 

Sei Y — Z.ein Morphismus in K; so da® (Y,Oy) — (Z,Oz) lokal von endlichem 

Typ ist, und sei ay:t(Y) — X;, ein t(Z)-Isomorphismus. Indem wir W und Y durch 

eceignete gute Aufblasungen ersetzen, konnen wir nach (3.9.18 i) und (3.9.21 ii) an- 

nehmen, daf es quasikompakte offene Teilmengen W; und Y; von W und Y gibt 

mit ap (Xe VU p41) = ty (Wi) und ay! (XE Ung) = ty'(Ni). Sei B der t(Z)- 

Isomorphismus (aw | X41 Up41)71 0 (ay | ay" (XA Up41)) von t(%4) nach ¢(W;). 

Indem wir Y durch eine geeignete gute Aufblasung ersetzen, konnen wir nach (3.9.11) 

und (3.9.22 i) annehmen, daf es einen Z-Morphismus g: ¥; — W; gibt mit t(g) = . 

Indem wir nochmals W und Y durch geeignete gute Aufblasungen ersetzen, konnen 

wir nach (3.9.11) und (3.9.22 ii) sogar annehmen, da8 g: Y; — W; ein Isomorphismus 

ist. 

Sei Y’ das Objekt von K, das durch Verkleben von Y und W langs g entsteht. 

Es ist Y’ ein Objekt tiber Z und ay und aw definieren einen ¢(Z)-Isomorphismus 

t(Y’) + Xz41. Damit ist (2) gezeigt. 

Sei Y — Z wie in (2) mit k = n. Da t(Y) isomorph zu X ist, ist Y quasikompakt. 

Weiterhin ist Z quasisepariert. Deshalb ist der Morphismus (Y,Oy) — (2, Oz) 

quasikompakt und damit von endlichem Typ. 

Sei f:Y — Z wie in (i). Seien U und V offene affine Teilmengen von Y und Z mit 

f(U) CV. Nach (3.8.15) ist der durch f induzierte Ringhomomorphismus f-adischer 

Ringe Az(V) > Ay(U) topologisch von endlichem Typ. Da Oy(U) offen in Ay(U) 

ist, folgt aus (2.3.28), da Ay(U) endlich erzeugt uber Az(V) @o,(v) Oz(U) ist.
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Deshalb ist Ay als Algebrengarbe von endlichem Typ tiber Az 0, Oy. 

Bemerkung 3.9.25. Seien X ein quasikompakter adischer Raum, Z ein Objekt 

in K und X — t(Z) ein Morphismus adischer Raume, der lokal von endlichem Typ 

ist. Wir nehmen an, daB es ein Y € K/Z gibt, so daB (Y,Oy) — (Z,Oz) von 

endlichem Typ ist und X tber ¢(Z) isomorph zu ¢(Y) ist. Im allgemeinen ist Y nicht 

eindeutig bestimmt. Sei J die Familie aller Paare (Y,a), wobei. Y € K/Z, so dab 

(Y, Oy) - (Z, Oz) von endlichem Typ ist, und a: X — ¢(Y) ein t(Z)-Isomorphismus 

ist. Sind (Y,qa) und (Y’,a’) zwei Elemente von J, so setzen wir (Y,a) < (Y’,a’), 

wenn es einen Z-Morphismus f:Y' — Y gibt mit a = t(f)oa'. (Da der Funktor ¢ 

treu ist (3.9.15 ii)), gibt es zu gegebenen (Y,«), (Y’,a’) € I héchstens ein solches f.) 

Sind (Y,a) € J und f:Y' — Y eine gute Aufblasung, so ist ¢(f) ein Isomorphismus 

und deshalb (Y’,t(f)-! 0a) € I. Nach (3.9.22 i) ist zu vorgegebenem (Y,a) € I die 

Menge aller Y a) € I, so da® (Y,a) < (Y’,a’) und der Morphismus f: Y’ — Y mit 

a=t(f)oa’ eine 1-gute Aufblasung ist, kofinal im J. Insbesondere gibt es zua,bel 

immer eincé / mita<cund b<e. 

Indem wir (Y, a) € I auf Y € K abbilden, erhalten wir einen kontravarianten Funktor 

F von der Kategorie J in die Kategorie K. Fiir jedes (Y,a) € J haben wir einen 

kanonischen Morphismus X — Y in K, namlich die Komposition X > t(Y) > Y. 

Dadurch erhalten wir einen Morphismus y:cy — F zwischen dem durch X € K 

gegebenen konstanten kontravarianten Funktor cy: ] — K und dem Funktor F. Es 

gilt: Der projektive Limes des Funktors F existiert. Genau dann ist y:cx — F der 

projektive Limes von F, wenn X keine echten Primarspezialisierungen hat (dies ist 

zum Beispiel der Fall, wenn Xna = 9). 

Den projektiven Limes von F kann man allgeimein folgendermafen beschreiben. Sei 

S die Menge aller Punkte von X die keine echten Primarspezialisierungen haben. 

Jeder Punkt + € X hat genau eine Primarspezialisierung y € S. Durch t » y 

erhalt man eine stetige Retraktion r: x + S. Es gilt rOf = = Of | S. Deshalb 

ist 'S = (S,rOx,rsOf$) ein Objekt von K. Fir jedes (Y,a) € J faktorisiert der 

obige Morphismus X — Y auf eindeutige Weise in X — S — Y, wobei X — S der 

kanonische Morphismus ist (vgl. (3.11.7i)). Die Morphismen S — Y definieren einen 

Morphismus #: cg — F zwischen dem durch S gegebenen konstanten kontravarianten 

Funktor cs: — K und dem Funktor F. Dieser Morphismus » ist der projektive 

Limes von F'’. 

Bemerkung 3.9.26. In dieser Bemerkung wird die Beziehung zwischen der Situation 

in [R] und der Situation in diesem Paragraphen etwas erlautert. Sei A ein vollstandiger
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diskreter Bewertungsring (vom Rang 1). Sei K der Quotientenkérper von A und sei 

8 ein erzeugendes Element des maxitialen Idealé vor A: Mit H bezeictinen wir die 

Kategorie der lokal noetherschen formalen Schemata tiber Spf A, deren Strukturmor- 

phismus flach ist (d.h. die Strukturgarbe ist s-torsionsfrei) und adisch ist. Sei Z das 

Objekt von K zu dem Paar von Ringen (KK, A). Indem wir einem Objekt (X,Ox) € H 

das Objekt (X, Az @o, Ox,Ox) € K zuordnen, erhalten wir einen kanonischen Funk- 

tor F:H — K/Z, der eine Aquivalenz von Kategorien ist. Ist X ein Objekt von H 

und ist Y -+ X die Aufblasung einer offenen koharenten Idealgarbe 7 C Ox in der 

Kategorie #1, so ist F(Y) — F(X) die Aufblasung von 7 in der Kategorie K. Sind 

umgekehrt U ein quasikompaktes Objekt von K/Z und 7 ein offener koharenter Oy- 

Untermodul von Ay, so ist die Aufblasung V — U von J auch die Aufblasung einer 

offenen koharenten Oy-Idealgarbe, denn es gibt ein n € N mit £°.7 C Oy, wobei L 

die invertierbare Garbe sOy ist. Auch ist V — U eine 1I-gute Aufblasung, denn es 

gibt ein n € N mit 1 € (L-™7)(U). 

Sei X ein Objekt von H, das lokal von endlichem Typ tiber Spf A ist. Sei X @ K 

die in [R] zu X assoziierte analytische Varietat. Mit dem Funktor r aus (3.4.17) gilt: 

r(X @K)=t(F(X)) = t(X)a. 

Wir beweisen nun in mehreren Schritten (3.6.20) und (3.6.21). 

(B1) Seien X ein affinoider adischer Raum und F¥ eine quasikoharente Garbe von endli- 

chem Typ auf X. Dann gibt es einen endlich erzeugten Ox(X)-Modul M und ei- 

nen Ox-Modulmorphismus y:M @® Oy — F, so dab 

yp | Xa:(M @ Ox) | Xa — F | Xa ein Isomorphismus ist. 

Beweis: Sei X der adische Raum zu dem vollstandigen affinoiden Ring (A, At). 

Sei B ein noetherscher Definitionsring von A. Eine einfache Uberlegung zeigt, dab 

wir annehmen dirfen A+ = Be. Nach (3.6.3 iv) gibt es eine endliche Teilmenge 

L von A, so da8 L-A = A,F(U;) ein endlich erzeugter Ox(U))-Modul ist und 

F | Uy = F(U;) ® (Ox | Uj) fiir jedes | € L, wobei U; = R(4). Sei Y das affine 

Objekt von X zu dem Paar von Ringen (A,B). Es ist X = Ut(Y). Sei f:Z - Y die 

Aufblasung von L- Oy. 

t(Z) A 

Uf) Le lf 

X=tY) SB y
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Nach (3.9.18) ist H:= (wz)st(f)*F ein quasikoharenter Az-Modul von endlichem 

Typ. Sei G ein koharenter Oz-Untermodul von H, so daf die Inklusion G- 

H eine offene Einbettung ist ((3.9.4)). Da det Morphismus formaler Schemata 

(Z,0z) — (Y,Oy) eigentlich ist, ist f.(G)(Y) = G(Z) ein endlich erzeugter B- 

Modul. Wir setzen M:= G(Z) @g A. Die kanonische A-lineare Abbildung 

= G(Z) Boy) Ay(¥) — H(Z) = F(X) definiert einen Garbenmorphismus 

yp: M ®@ Ox > F. 

Wir zeigen, da8 y | Xq ein Isomorphismus ist. 

Zu der graduierten B-Algebra €B L” - B betrachten wir das Schema 
n€No , 

P:= Proj( L” - B) mit Strukturmorphismus h:P — Spec B. Sei I ein Defi- 
nENo 

nitionsideal von B mit endlichem Erzeugendensystem J. Nach (3.9.9) ist (Z,Oz) 

die Vervollstandigung von P nach J. Die offenen affinen Teilmengen {D+(J) | 1 € L} 

tiberdecken P. Fiir jedes ! € L gilt t(f)-1(U)) = wz}(Di(DNZ). Wir fixieren ein 1 € L 

und setzen U: = D,(1). In dem affinoiden adischen Raum 7 ZU MZ) haben wir die ra- 

tionalen Teilmengen RF ),9 Ed. Esist rz (UNZ)a = = R(- J) Wir zeigen, daf fir 

ged 

jedes 7 € J die durch y gegebene Abbildung (M@Ox)(t Gute )) > FS RF ))) 

bijektiv ist. Wegen F | U; = F(U;) ® (Ox | U)) folgt hieraus, “dab y | (Una ein 1s0- 

morphismus ist. Damit ist dann gezeigt, da8 | Xa ein Isomorphismus ist. 

Sei s € J fixiert. Wir setzen V:= UN Z und W:= R(2). Via t( f) identifizieren wir 

X und ¢(Z). Dann haben wir das kommutative Diagramm 

| Ox(W) 

t \ 

Az(V)s — Az(V) = Ox(rz"(V)) 
1 t ft 

Oz(V)s — Oz(V) 

1 1 
Or(U)s — Op(U) 

f 
BoaaA 

Nach [EGA], III.5.1.6 gibt es einen koharenten Op-Modul M mit G = M Qo, Oz. 

Dann gilt 

(1) GV) = M(U) @o, (7) Oz(V) 
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Aus [EGA], III. 5.1.2 folgt 

(2) M(P) — G(Z) ist bijektiv. 

Weiterhin gilt 

(3) M(P) @z Op(U)s = M(U) ®o,(v) OP(U)s 

Denn: In U betrachten wir die offene affine Teilmenge T:= {x € U | s(x) 4 0}. 

Nach (3.1.11) und (2ii) im Beweis von (3.6.2) ist h(T) eine offene Teilmenge von 

Spec B, so daB h | T:T -— A(T) ein Isomorphismus ist (also ist h(T) affin) 

und T = h-1(h(T)). Deshalb gilt M(P) @g Op(U)s = M(P) @p OpP(T) = 

ha(M)(SpecB) @B Ospeca(h(T)) = ha(M)(A(T)) = M(A“*(A(T))) = M(L) = 
M(U) ®o,(u) OP(U)s. 

Da Oz(V) und G(V) offen in Az(V) und H(V) sind und s topologisch nilpotent in 

Az(V) ist, gilt 

(4) Az(V)s = Oz(V)s und H(V).s =G(V)s 

Nach (3) und (1) gilt 

(5) M(P) @B Oz(V)s = G(V)s 
Aus (4) und (5) folgt 

(6) M(P) @B Az(V)s = H(V)s 
Mit (2) und (6) ergibt sich 

(7) G(Z) @B Az(V)s = H(V)s 

Aus (7) erhalten wir schlieSlich (M @ Ox)(W) = M @, Ox(W) = 

(G(Z) @B A) @a Ox(W) = G(Z) @p Ox(W) = H(V) @y, (Vv) Ox(W) = F(W). 

Damit ist (B1) bewiesen. 

(B2) Gilt (3.6.20) fiir affinoide adische Raume X, fir die Ox(X) endlich erzeugt ist 

uber einem noetherschen Definitionsring von Ox(X), so gilt (3.6.21). 

Beweis: Seien X ein affinoider adischer Raum, M ein Ox(X)-Modul und F ein 

quasikoharenter Ox-Untermodul von M @ Ox. Wir zeigen, daf es einen Ox(X)- 

Untermodul N von M gibt mit F = N @ Ox. Zunachst nehmen wir an, daf 

Ox(X) einen noetherschen Definitionsring hat, tiber dem Ox(X) endlich erzeugt 

ist. Sei (M; | i € I) die Familie der endlich erzeugten Ox(X)-Untermoduln von 

M. Fir jedes i € I ist F (Mj; ® Ox) quasikoharent, und, da Ox(X) endlich 

erzeugt iber einem noetherschen Definitionsring ist, ist F 1 (M;® Ox) von endlichem



213 

Typ ((3.6.5 ii)). Nach Voraussetzung gibt es einen Untermodul N; von M; mit 

F (Mj; @ Ox) = Ni @ Ox. Fir N:= (JM gilt F =N@ Ox. 
wel 

Sei nun X beliebig. Nach (3.6.3 iv) gibt es eine endliche Teilmenge L von Ox(X), so 

da® L-Ox(X) = Ox(X) und F | Uy) = F(U;) @(Ox | Uj) fix jedes 1 € L, wobei U; die 
rationale Teilmenge Rx( 4) ist. Sei B ein noetherscher Definitionsring von Ox(X). 

Sei A eine endlich erzeugte B-Unteralgebra von Ox(X) mit ZC Aund L-A= A, 

und sei At ein beliebiger Ganzheitsring von A mit At C O}(X). Seien Y der adische 

Raum zu dem affinoiden Ring (A, A+) und f: X — Y der Morphismus, der durch die 

Inklusion (A, At) + (Ox(X), OF(X)) definiert wird. Y wird durch die rationalen 

Teilmengen V;: = Ry(4),1 € L, tiberdeckt. Es ist f-1(Vj) = U; fiir jedes I € L. 

Nach (3.6.19 v) gilt fs(F) | Vi = F(U)) ® (Oy | Vj). Also ist f.(F) quasikoharent. 

Weiterhin gilt nach (3.9.16 v) f4(M @ Ox) = M @ Oy, also f,(F) C M @ Oy. Nach 

dem eben Bewiesenem gilt f.(F) = fx(F)(Y) ® Oy = F(X) @ Oy. 

Sei g: F(X) ® Ox -+ F der kanonische Morphismus. 4g ist injektiv, da 

F(X) ®@ Ox — M ® Ox injektiv ist. Wir zeigen, da8 g surjektiv ist. Dazu gentgt 

es zu zeigen, daB g(Ui): F(X) @0,(x) Ox(Ui) > F(U)) surjektiv ist fiir jedes I € L. 

Aus f.(F) = F(X) @ Oy folgt F(Ur) = fe(F)(M) = F(X) @o,(y) Oy (Vi). Hieraus 

ergibt sich, da g(U;) surjektiv ist. 

(B3) Seien X ein adischer Raum zu einem diskreten affinoiden Ring (A, A+) und F 

eine quasikoharente Garbe von endlichem Typ auf X. Dann ist F(X) ein endlich 

erzeugter Ox(X)-Modul und F = F(X) ® Ox. 

Beweis: Sei Y das affine Schema zu dem Ring A. Sei f:Spec A — Spa(A, At) die 

Abbildung, die jedem Primideal p von A die triviale Bewertung von A mit Trager p 

zuordnet. Fiir jede rationale Teilmenge R(£) von Spa (A, At) gilt f-(R(4)) = D(s) 

und Ox(R(4)) = A, = Oy(D(s)). Deshalb setzt sich f fort zu einem Morphismus 

geringter Raume f:Y — X. Sei G der quasikoharente Oy-Modul f*(7). Fur jede 

rationale Teilmenge U von X mit F | U = F(U) @ (Ox | U) ist G | f-2(U) auf 

der offenen affinen Teilmenge f—!(U) die quasikoharente Garbe zu dem Oy(f-1(U))- 

Modul F(U). Deshalb 

(1) Fir jede rationale Teilmenge UV von X mit F | U = F(U) ® (Ox | U) gilt 

FU) =G(f-"(U)). 

Sei U eine beliebige offene Teilmenge von X. Sei (U; | 7 € J) eine Uberdeckung von 

U durch rationale Teilmengen, so da8 F | U; = F(U;) ® (Ox | Uj) fir jedes i € I.
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Wir setzen V:= f-1(U) und V;:= f-!(U;). Nach (1) sind die Abbildungen # und ¥ 

in dem kommutativen Diagramm 

I FU) J] Fw) T] xin) 
; i 

(x) a | BI yd 

0—G(V) > | [9(v%) — [[9Mny) 
i oY] 

bijektiv. Damit erhalten wir 

(2) Fiir jede offene Teilmenge U von X ist F(U) = G(f-1(U)). 

Speziell gilt F(X) = G(Y). Da G von endlichem Typ ist, ist also F(X) ein endlich 

erzeugter Ox(X)-Modul. Sei U eine rationale Teilmenge von X. Mit V:= f-1(U) 

erhalten wir das kommutative Diagramm 

6 
G(Y) @oy(v) OV(V)  <—— F(X) @ox(x) Ox(U) 

(2) om a | 

G(V) — FU) 

Nach (2) sind y und 6 bijektiv. Da G quasikoharent ist, ist auch @ bijektiv. Deshalb 

ist a bijektiv. Damit ist (B3) bewiesen. 

(B4) Seien X ein affinoider adischer Raum und M ein endlich erzeugter Ox (X )-Modul 

mit (M@Ox) | Xa = 0. Dann gibt es ein offenes Ideal J von Ox(X) mit J-M = 0. 

Beweis: Wir wahlen eine endliche Teilmenge L C Ox(X)°°, so daB I:= L-Ox(X) 

offen ist. Fur jedes 1! € L sei U; die rationale Teilmenge R(4). Es ist Xqg = 

U U;. Wir setzen A:= Ox(X) und B= [[ Ox). Sei f: A — B der kanonische 
leL léeL 
Ringhomomorphismus. (M ® Ox) | Xa = 0 besagt 

(1) M@4,B=0 

Aus (3.6.11) folgt 

(2) Spec A\V(I) C Spec (f)(Spec B) 
Sei M die durch M definierte quasikoharente Garbe auf Spec A. Nach (3.6.5 i) ist B 

flach tiber A. Deshalb folgt aus (1) und (2) M | Spec A\V(I) = 0. Dann gibt es nach 

[EGA*], L 6.8.4 ein n € N mit I"-M=0.
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(B5) Seien X ein affinoider adischer Raum und F eine quasikoharente Garbe von 

endlichem Typ auf X mit F | X, = 0. Dann ist F(X) ein endlich erzeugter 

Ox(X)-Modul und F = F(X) @ Ox. 

Beweis: Sei {U; | 1'€ L} eine endliche Uberdeckung von X durch rationale Teilmen- 

gen, so da8 F(U;) ein endlich erzeugter Ox(U;)-Modul ist und F | U; = F(U;)@(Ox | 

U;) fir jedes 1 € L. Nach (B4) gibt es offene Ideale J; von Ox(U;) mit I)- F(U;) = 0. 

Sei J ein offenes Ideal von Ox(X) mit I | U; C ly fiir jedes 1 € L. Dann gilt 

(1) Fir jede offene Teilmenge U von X ist I- F(U) = 0. 

Seien Y der adische Raum zu dem affinoiden Ring (Ox(X), O£(X))/I und f:¥Y > X 

der kanonische Morphismus. Es gilt 

(2) Fir jede rationale Teilmenge U von X ist Oy(f-1(U)) = Ox(U)/IOx(U). 

Den quasikoharenten Oy-Modul von endlichem Typ f*(#) bezeichnen wir mit G. 

Dann gilt 

(3) Ist U eine rationale Teilmenge von X mit F | U = F(U) @ (Ox | U), so ist 

G(f-"(U)) = FU). 
Denn: Es ist G | f-'(U) = (F(U) @o, uy Oy (f-"(U)) ® (Oy | f-1(U)).: Deshalb 

folgt aus (2) und (1) G(f~!(U)) = FU) Gox(u) Ov (f-"(U)) = FY). 
Mit dem Diagramm (*) im Beweis von (B3) folgt aus (3) 

(4) Fur jede offene Teilmenge U von X ist G(f-!(U)) = F(U). 

Aus (B3), (2) und (4) folgt, daB F(X) ein endlich erzeugter Ox(X)-Modul ist. 

Aus (B3), (1), (2), (4) und dem Diagramm (**) im Beweis von (B3) folgt F(U) = 

F(X) @ox (x) Ox(U) fiir jede rationale Teilmenge U von X. 

Wir kénnen nun (3.6.20) beweisen (nach (B2) ist dann auch (3.6.21) bewiesen). Seien 

X ein affinoider adischer Raum und F eine quasikoharente Garbe von endlichem 

Typ auf X. Nach (B1) gibt es einen endlich erzeugten Ox(X)-Modul M und einen’ 

Garbenmorphismus y: M @ Ox — F, so daB y | Xa ein Isomorphismus ist. Wir 

beweisen zunachst (3.6.20) unter der Annahme 

(A) Es gibt einen Ox(X)-Untermodul N von M mit ker(y) = N @ Ox. 

Wir setzen G: = coker(y). Es ist G quasikoharent und von endlichem Typ. Nach (BS) 

gilt 

(1). G(X) ist ein endlich erzeugter Ox(X)-Modul und G =G(X)@ Ox. 

Aus der exakteu Sequenz 
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0 (M/N) ® Ox ~F -G-0 

folgt, da H1(X,(M/N) ® Ox) = 0, die exakte Sequenz 

0+ M/N > F(X) ~ G(X) 0 | 

Mit (1) erhalten wir, da8 F(X) ein endlich erzeugter Ox (X)-Modul ist. Wir betrach- 

ten das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 

0-+(M/N) ® Ox>F —G —0 

id J af — BT 
0-(M/N) ® Ox F(X) 8 Ox G(X) ®Ox-0 | 

Nach (1) ist @ ein Isomorphismus. Deshalb ist a ein Isomorphismus. 

Kis bleibt noch (A) zu zeigen. Wir betrachten zunachst den Fall, da Ox(X) einen 

noetherschen Definitionsring hat, iber dem Ox(X) endlich erzeugt ist. Dann ist 

die quasikoharente Garbe ker (y) von endlichem Typ. Nach (B5) gilt (A). Damit ist 

(3.6.20) bewiesen fiir den Fall, da8 Ox(X) einen noetherschen Definitionsring hat, 

iiber dem Ox(X) endlich erzeugt ist. Nach (B2) gilt dann (A) allgemein.
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3.10. FASERPRODUKTE 
pw 

Proposition 3.10.1. Seien X,Y,S analytische oder adische Raume und f: X — S$ 

und g: Y — S Morphismen, wobei f lokal von endlichem Typ und g adisch ist. Dann 

existiert zu f und g das Faserprodukt in der Kategorie (VL) top. 

f 

XxsY “S X 

fil Lf 
YY — ¢s 

g 

X xg Y ist ein analytischer oder adischer Raum, je nach dem ob Y ein analyti- 

scher oder adischer Raum ist. f' ist lokal von endlichem Typ und g’ ist adisch. 

Sind X,Y,S affinoid, so ist auch Z:= X xg Y affinoid, und es gilt D = B@,C, 

wobei A = (Os(5), O2(5)),B = (Ox(X),OF(X)),C = (Ov(Y), OF(V)) und 
D = (0z(Z), OF(2)). | 

Beweis: Ohne Einschrankung sind X,Y,S affinoid. Die Behauptung folgt dann aus 

(2.4.18), (3.2.9), (3.2.10), (3.8.3) und (3.8.15). 

Bemerkung 3.10.2. Das Faserprodukt X xs Y existiert in der Kategorie (VL) top 

(und ist ein analytischer oder adischer Raum), wenn man, statt f lokal von endlichem 

Typ, nur fordert, da® es zu jedem x € X offene affinoide Umgebungen U und V von 

x und f(x) in X und S mit f(U) CV gibt, so da8 Ox(U) einen Definitionsring hat, 

der topologisch von endlichem Typ tiber einem Definitionsring von Og(V) ist. 

Beispiel. Seien X ein affinoider adischer Raum und U,V offene affinoide Teil- 

mengen von X. Dann ist auch UNV affinoid mit (OUUNV),O+t(UNV)) = 

(O(U), OF (U))@eax),0+ (x) (O(V), OF(V)). 

Lemma 3.10.3. Die Situation sei wie in (3.10.1). Zu Punkten z € X und y € Y mit 

f(z) = g(y) gibt es einen Punkt z € X xs Y mit g'(z) = a2 und f(z) =y. 

Beweis: Ohne Einschrankung sind X,Y,S affinoid. Sei (A, At) der im Beweis von 

(2.4.18 ii) konstruierte affinoide Ring mit (A, At+)* = (Oz(Z), OF(Z)). Wir fassen x 

und y als Bewertungen von Ox(X) und Oy(Y) auf. Gesucht ist ein w € Spa(A, At) 

mit w | Ox(X) = x und w | Oy(Y) = y. Wegen z | Os(S) = y | Os(S) 

und A = Ox(X) ®0,(5) Oy(Y) gibt es ein v € SpvA mit v | Ox(X) = x und



218 

v | Oy(Y) =y. Fir a € OF(X) und b € OF(Y) ist v(a @ b) = x(a) + y(b) > 0. Also 

gilt 

(1) v(Z) > 0 fir jedes 1 € At. 

Seien F' und G die konvexen Hiillen von Pz und Ty in Ty. Sei H:= FUG (also 

H = F oder H = G). Die charakteristische Untergruppe von v ist enthalten in der 

konvexen Hille von cI’; UclI’y in Ty, also cl", Cc H. Deshalb haben wir die Bewertung 

w:= vu | H. Es gilt immer noch w | Ox(X) = z und w | Oy(Y) = y. Fiir jedes 

a € Ox(X)°° und b € Oy(Y)°° ist w(a @ b) = x(a) + y(d) kofinal in Hoo, da x(a) und 

y(b) kofinal in (Tz)oo und (I'y)oo sind. Da Ox(X)°*? @ Oy(Y)°° eine Nullumgebung 

von A ist, folgt aus (3.1.2), da w stetig ist. Mit (1) erhalten wir w € Spa(A, At). 

seien X und Y analytische oder adische Raume und f:X — Y ein Morphismus, 

der lokal von endlichem Typ ist. In (3.8) haben wir zu einem Punkt y von Y einen 

kanonischen Morphismus Spa «(y) — Y konstruiert. Das Faserprodukt X xySpa «(y), 

das auch mit Xy oder f-1(y) bezeichnet wird, heift die adische Faser von y (oder 

auch die analytische Faser, wenn y ein analytischer Punkt ist). 

Proposition 3.10.4. Seien X und Y analytische oder adische Raume und f: X — Y 

ein Morphismus, der lokal von endlichem Typ ist. Sei y ein Punkt von Y. Sei S die 

Menge aller Sekundargeneralisierungen von y in Y. Die Projektion Xy — X induziert 

einen Homoomorphismus zwischen dem Xy zugrundeliegenden topologischen Raum 

und dem topologischen Teilraum f~1(S) von X. 

Beweis: Fur den Morphismus p:Spak(y) — Y gilt im(?) = S. Nach (3.10.3) 

hat die Projektion p: Xy —- X das Bild f-1(S). Es ist noch zu zeigen, da p ein 

Homéomorphismus auf sein Bild ist. Ohne Einschrankung sind X und Y affinoid, 

X = Spa(A, At) und Y = Spa(B, Bt). Sei K der Residuenkérper von B zu dem 

Primideal {6 € B | b(y) = 0}. Trivialerweise gilt 

(1) Die kanonische Abbildung Spv A ®g K — SpvA ist ein Homéomorphismus auf 

sein Bild. 

Man kann A ®g K so mit einer f-adischen Topologie versehen, daB Ox,(Xy) die 

Vervollstandigung von A @g K ist. Aus (3.1.12) und (1) folgt, da® p ein Homdomor- 

phismus auf sein Bild ist. 

Mit — bezeichnen wir den kanonischen VergeSfunktor von der Kategorie (VL)top in 

die Kategorie der lokal geringten Raume.
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Proposition und Definition 3.10.5. Seien X und Y Schemata, S ein analytischer 

oder adischer Raum und f:X — Y und g:S — Y Morphismen lokale geringter 

Raume, wobei f lokal von endlichem Typ ist. Dann gibt es ein Objekt R in (VL)zop, 

einen Morphismus in (VL)top p: R + S und einen Morphismus lokal geringter Raume 

gq: R — X, so da’ kommutiert 

k-+; xX 

p| lf 

S—Y 
g 

und folgende universelle Eigenschaft erfillt ist: Sind U ein Objekt von (VL)¢op, 

u:U — S ein Morphismus in (VL)top und v:U — X ein Morphismus lokal geringter 

Raume mit go u = f ov, so gibt es genau einen Morphismus w:U — R in (VL) top 

mit pow =uund qow=v. 

R ist ein analytischer oder adischer Raum, je nach dem ob S ein analytischer oder 

adischer Raum ist, und p ist lokal von endlichem Typ. 

Der Raum R wird mit X xy S bezeichnet und heift das Faserprodukt von X und $ 

uber Y. 

Seien U und V zwei Schemata, die lokal von endlichem Typ tiber Y sind, und sei 

h:U — V ein Y-Morphismus. Aufgrund der universellen Eigenschaft induziert h 

einen kanonischen Morphismus in (VL)top U xy S — V xy S, der mit hy s) bezeichnet 

wird. 

Beweis: Ohne Einschrankung sind X und Y affin und S affinoid. Wir schreiben X als 

ein durch eine quasikoharente Idealgarbe ZT gegebenes abgeschlossenes Unterschema 

eines affinen Schemas A}, tiber Y. Angenommen, das Faserprodukt R = A} xy $ 

existiert und ist ein analytischer oder adischer Raum. Seien p: R — S und g: R-— X 

die Projektionen. Es ist 7:= im(q*(Z) + Og) eine quasikoharente Idealgarbe von 

Op. Sei Z der durch J gegebene Teilraum von R. Nach (3.6.23) ist Z zusammen mit 

den Restriktionen von p und q das Faserprodukt von f und g. 

Es geniigt also, (3.10.5) fiir den Fall zu beweisen, daS X der affine Raum Aj, tiber 

Y ist. Sei A der affinoide Ring (Os(S), Of(S)). Sei L eine endliche Teilmenge von 

A°°, so daB L - A offen ist. Fiir jedes & € No bezeichnet R;, den analytischen oder 

adischen Raum zu dem affinoiden Ring A(X1,...,Xn) x(x) wobei L(k) das n-Tupel 

(L‘,..., L*) ist. Fir k < h sei yyy: Ry — Ry, der Morphismus, der durch den stetigen 

A-Algebrahomomorphismus A(X},...,Xn)i(n) 7 A(X1,--- Xn) i(k) Xi to Xi fiir 

i= 1,...,n, induziert wird ((2.4.6 iv)). Es ist pg, eine offene Einbettung, namlich
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ein Isomorphismus von R, auf den rationalen Teilraum RULE) (Xn) ) von Rp. 

Deshalb existiert in der Kategorie (VL) top det intliktive Limes # si dem induktiven 

System (Rx, ven | k,h € No). Es ist R ein analytischer oder adischer Rati. Da dié 

yer S-Morphismen sind, ist R ein Raum tber S,p:R — S. Wegen yj,(Xi) = Xi, 

definiert jedes. X; einen Schnitt s; € Or(R).. Seien dy,...,dn € Ogn(A¥) die 

Koordinatenfunktionen von AY. Sei q: — A¥, der Morphismus lokal geringter 

Raume mit go p= f og und g*(d;) = 3; fir? =1,...,n. 

Wir tiberprifen die universelle Eigenschaft. Seien U ein Objekt in (VL)top, u:U — S 

ein Morphismus in (VL)top und v:U — A}, ein Morphismus lokal geringter Raume 

mit gou = fov. Wir fixieren ein c € U. Da LC A, ist ve(u*(1)) kofinal in (I'v, )oo 

fiir jedes 1 € L. Deshalb gibt es ein k € No, so daf vz(u*(l) - v*(dj)) > 0 fur jedes 

le L* und jedesi € {1,...,n}. Es gibt dann eine offene Umgebung U; von z in U, so 

da8 u*(l)-v*(di) | Uz € OF (Uz) fiir jedes | € L* und jedes i € {1,...,n}. Nach (2.4.6 

iv), (3.2.9) und (3.2.10) gibt es genau einen S-Morphismus wz: Uz — Ry in (VL)top 

mit w*(X;) = v*(d;) | Uz fir i=1,...,n. Bei variierendem z € U verkleben sich die 

w,:U, — R zu einem S-Morphismus w:U > R in (VL)top mit w*(s;) = v*(dj) fur 

t=1,...,n. Es gilt gow =v, und w ist dadurch eindeutig bestimmt. 

Beispiel 3.10.6. i) Sei & ein vollstandiger topologischer Korper, dessen Topologie 

sich durch eine Rang 1 Bewertung definieren la8t. In [BGR], 9.3.4 wird zu einem 

Schema X, das lokal von endlichem Typ tiber & ist, eine analytische Varietat X 

liber & konstruiert. Mit dem Funktor r aus (3.4.17) gilt 

r(X%) = X Xspeck Spa (k, k°). 

ii) Seien Y = Spec A ein affines Schema und X — Y ein Morphismus von Schemata 

(, der lokal von endlichem Typ ist). Wir versehen A mit der diskreten Topologie. 

Sei A+ ein Ganzheitsring von A und sei S der adische Raum zu (A, At) ((1.5)) 

Wir haben einen kanonischen Morphismus S -+ Y. Das Faserprodukt X xy S kann 

man folgendermafen konstruieren: Sei T die Menge {v € SpvX | v(a) > 0 fur 

jedes a € At} und sei O die Garbe der algebraischen Funktionen auf 7’ beztglich X 

((1.5.1)). Jede Bewertung x € T setzt sich fort zu einer Bewertung vz von Cz, deren 

Trager das maximale Ideal von O; ist. Wir machen O zu einer Garbe topologischer 

Ringe, so daf fiir jede quasikompakte Teilmenge U von T die Topologie auf O(U) 

diskret ist ([EGA*], 0.3.9). Dann ist R:= (T,O,(ve | « € X)) ein Objekt von 

(VL)top. Der Raum R mit den kanonischen Morphismen p: R - S und q: R — X ist 

das Faserprodukt von X und S itiber Y.
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Wir betrachten noch speziell A= A+ = Z. Dann ist T = Spv X. Das Faserprodukt 

R= X XspeczSpa(Z,Z) zusammen mit der Projektion g: R — X erfiillt die folgende 

universelle Eigenschaft: Fiir jedes Z € (VL)top erhalt man durch frqof eine 

Bijektion zwischen der Menge der Morphismen in (VL)iop Z — R und der Menge 

Morphismen lokal geringter Raume Z — X. 

iii) In der Situation von (3.10.5) betrachten wir zu einem s € S die Faser Ry von 

p: R— S. Aus der Transitivitat des Faserprodukts ergibt sich 

= (X xy Speck(s)) Xspeck(s) Spa x(s). 

Ist s ein nichtanalytischer Punkt, so kann man R, aus dem Schema X xy Spec k(s) 

wie in (ii) konstruieren, und ist s ein minimaler analytischer Punkt, so ist Rs ein 

geometrischer Raum (nach (i)). 

iv) Seien A ein vollstandiger diskreter Bewertungsring vom Rang 1, K der Quotien- 

tenkorper von A und f:X — Y:= Spf A ein Morphismus formaler Schemata, der 

lokal von endlichem Typ ist. In dieser Situation definiert Raynaud in [R] eine analy- 

tische Varietat X @, K tber K und nennt X @, K die generische Faser von f. In 

der Kategorie der adischen Raume ist X @, K wirklich eine generische Faser. Denn: 

Wir betrachten den Morphismus adischer Raume t(f):t(X) — t(Y). Der Raum t(Y) 

besteht aus einem generischen Punkt 7 und einem speziellen Punkt. Es gilt 

t(X)y =1(X Ba kK), 

wobei r der Funktor aus (3.4.17) ist. 

v) Seien X ein lokal noethersches Schema und X die Vervollstandigung von X lings 

einer abgeschlossenen Teilmenge X’ von X. Neben dem Morphismus in K x x: (Xx )- 

X hat man noch einen kanonischen Morphismus lokal geringter Raume 

A 

py:t(X) > X, 
  

der folgendermafen zustande kommt: Sei i:X —> X der kanonische Morphismus 

formaler Schemata. Gema8 dem nachfolgenden Lemma (3.10.7) definiert der Mor- 

phismus 2 0 my: (t(X ), Ox n> (X,Ox) einen Morphismus lokal geringter Raume 

px {X) > X. 
Seien Y ein weiteres lokal noethersches Schema und f:X -— Y ein Morphismus, 

der lokal von endlichem Typ ist. Sei Y’ eine abgeschlossene Teilmenge von Y mit 

f-l(y') = X'. Sei Y die Vervollstandigung von Y langs Y’. Das kommutative 

Diagramm
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definiert ein kommutatives Diagramm 

A PX 

(x) —> 

«fyl of 
i(¥Y) — Y , ee a 

  

das einen t(Y)-Morphismus adischer Raume 

y:t(X) + X xy t(Y) 

induziert. Fir den Morphismus » gilt 

a) im(y) = {2 € X xy t(Y) | # hat eine Primarspezialisierung y in X xy t(Y), so 

da8 vy eine triviale Bewertung ist } = {a € X xyi(Y) | x hat eine Spezialisierung 

y in X xy t(X), so daB vy eine triviale Bewertung ist }. 

b) gy ist ein lokaler Isomorphismus, d.h. zu jedem x € t(X ) gibt es eine offene 

Umgebung U von = in t(X), so da y(U) offen in X xy t(X) ist und die 

Restriktion y: U — y(U) ein Isomorphismus ist. 

c) Ist f separiert, so ist y eine offene Einbettung. 

d) Ist f eigentlich, so ist y ein Isomorphismus. 

Beweis: Ohne Einschrankung ist Y affin. Sei q:(X xy t(Y¥))— + X die Projektion. 
A 

Unmittelbar aus der Konstruktion von t(X) und X xy t(Y) folgt 

(1) Sind X affin und aj,...,a, ein Erzeugendensystem der Oy(Y’)-Algebra Ox(X), 

_ so ist y ein Isomorphismus von t(X) auf den offenen Teilraum {2 € X xy t(Y) | 

v2(q*(a;)) > 0 fir i =1,...,n} von X xy t(Y). 

a) Jedes x € t(X ) hat eine Primarspezialisierung y, so daB vy eine triviale Bewertung 

ist. Dehalb gilt im(y) C {x € X xy t(Y) | z hat eine Primarspezialisierung y, so 
a 

da8 vy eine triviale Bewertung ist }. Sei nun ein c € X xy t(Y) gegeben, das eine 

Primarspezialisierung y hat, so daf Vy trivial ist. Sei U eine offene affine Umgebung 
A 

von q(y) in X. Dann ist {x,y} C g-1(U) = (U xy t(Y))_. Da vy(q*(a)) > 0 fiir jedes 

a € Ox(U), ist auch vz(q*(a)) > 0 fiir jedes a € Ox(U). Aus (1) folgt, da8 z im Bild 
A A 

von t((U) + U xy t(Y) liegt, also « € im(y).
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b) folgt aus (1) 

c) Seien z, y Punkte von t(X) mit v(x) = y(y). Dann gilt auch py(x) = pg(y). Da 
X separiert ist, folgt hieraus (1 0 y)(x) = (io ty)(y) =:z. Sei U eine offene affine 
Umgebung von z in X. Dann sind z und y Elemente aus ¢(U), und aus (1) folgt 
t= y. Also ist y injektiv. Aus (b) folgt, daB y eine offene Einbettung ist. 

d) Nach (c) ist zu zeigen, daf  surjektiv ist. Sei c € H: = X xy t(Y) gegeben. Sei 

\: k(q(x)) — k(x) die durch q gegebene Residuenkérpererweiterung. Sei A der durch 
vz gegebene Bewertungsring von k(x). Es ist v,(p*(a)) > 0 fiir jedes a € Oy(Y), 
wobei p der Morphismus (X xy t(Y))_ — Y ist. Deshalb hat der Bewertungsring 
AN k(q(z)) ein Zentrum auf X, d.h. es gibt eine offene affine Umgebung U von q(x) 

in X mit a(q(z)) € AN k(q(x)) fir jedes a € Ox(U). Folglich ist ve(q*(a)) > 0 far 
jedes a € Ox(U). Nach (1) ist x € im(y). 

Lemma 3.10.7. Seien (Y, Oy) ein Schema, (X,Ox,(vz | 2 € X)) ein Objekt der 

Kategorie (VL) und f:(X,Ox) -+ (Y,Oy) ein Morphismus geringter Raume, so 
da8 Oy unter Oy — f,Ox nach fOF abgebildet wird und fir jedes.x € X der 

induzierte Ringhomomorphismus Oy f(z) 7 OF , lokal ist. Dann gibt es genau einen 

Morphismus lokal geringter Raume g:(X,Ox) — (Y,Oy), so da® fiir jede offene 

‘Teilmenge U von Y gilt V:= f-!(U) € g-1(U) und f* = g*: Oy(U) — Ox(V). 

Bewetis: Fur jede offene affine Teilmenge U von Y sei gy:(V,Ox | V) — (U, Oy | U) 
der Morphismus lokal geringter Raume, so da8 V = f-1(U) und f* = 977: Oy(U) > 

Ox(V). Es gilt 

(1) Sind U,U" offene affine Teilmengen von Y mit U’ C U, so gilt gy(f-1(U')) € U' 
und ist gy: f-1(U') — U’ die Restriktion von gy: f-1(U) — U. 

Denn: Sei z ein Punkt von f-1(U). Da das maximale Ideal von O X,2 in dem maxi- 
malen Ideal von OX, enthalten ist, ist gy (x) eine Generalisierung von f(x). Deshalb 

gilt gu(f-'(W)) C W fir jede offene Teilmenge W von U. Fiir jedes s € Oy(U) gilt 

f* = gf: Oy(D(s)) + Ox(f-1(D(s))). Indem wir U' durch offene Teilmengen der 
Form D(s) tberdecken, erhalten wir f* = gf: Oy(U') + Ox(f-1(U')). Hieraus folgt 

die zweite Behauptung von (1). 

Aus (1) folgt, da8 sich die gy bei variierendem U zu einem Morphismus lokal geringter 

Raume g: (X, Ox) — (Y, Oy) verkleben. 

Beispiel 3.10.8. In der Arbeit [Mu] konstruiert Mumford semiabelsche Gruppen- 

schemata, indem er aus einem algebraischen Torus ein ,,Gitter herausdividiert“. Wir  
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betrachten hier diese Konstruktion in der Kategorie der adischen Raume. 

Zunachst wiederholen wir die Konstruktion analytischer Tori (siehe z.B. [FP], [G]) in 

einem etwas allgemeineren Zusammenhang. Seien R ein analytischer oder adischer 

Raum und Y eine Gruppe. Fiir jedes y € Y sei Uy eine offene Teilmenge von R, so 

da8 Up = R, U_y = Uy und Uy NU, ¢ U,+y! fir alle y,y €Y. Dann ist 

be Ts 

yeY 

auf kanonische Weise eine Gruppe uber R. Mit G’, bezeichnen wir den Torus 

SpecZ[Ti,T,*,...,Tr,T-1] und mit Gt, 2 die Gruppe Gt, xspecz R iiber R. Sei 

f:L-> Gir 

ein Gruppenhomomorphismus (iiber R). Bezeichnet p die Multiplikation auf Gh, R 

so ist wo(f x idg .):L xr Gi, p > Gi, p eine Operation von L auf Gf, p. Sei 

p:G" 2p — # der Strukturmorphismus. 

(A.1) Gibt es zu jedem z € R eine offene Umgebung U von z in R, eine natiirliche 

Zahl k € N und Elemente aj,...,an € Or(U)°°, so daB f(Uy) N {z € pV) | 

vz(aiTF) > 0 und v2(ajT, *) > 0 fiir jedes (2,7) € {1,...,n} x {1,...,r}} =0 

fir jedes y € Y\{0}, so gilt 

i) In der Kategorie (VL)top existiert der kategorielle Quotient 7:Gi, p > Z 

von Gir nach L. 

ii) w ist surjektiv und ein lokaler Isomorphismus. Deshalb ist Z ein analytischer 

oder adischer Raum und ist der Strukturmorphismus Z — R lokal von 

endlichem Typ. 

iii) Sind W ein analytischer oder adischer Raum und W = Ke ein adischer 

Morphismus, so ist der von a induzierte Morphismus Gr, w= RXxRW-> 

Z XRW der Quotient von G’ mW nach L xr W. 

iv) f ist eine lokal abgeschlossene Einbettung. 

Beweis: Fir jedes y € Y ist f | Uy ein Schnitt von p tber Uy. Sei sy:p-!(Uy) — 

p~1(Uy) die durch f | Uy gegebene Translation. Angenommen, es gilt 

(1 ) Es gibt eine offene Uberdeckung {Yi | t € T} von G" m,R? 80 daB Ve N sy(Van 

p1(Uy)) = 0 fiir jedes t € T und jedes y € Y\{0}. 

Dann konstruieren wir den Quotienten 7. Fir t,t’ € T und y € Y setzen wir Viet'y = 

Vin soi(Vy 1 p-!(Uy)). Aus (1) folgt Vey Vey = 0 fir y F y. Wir setzen V,," =
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U Vitty- Wegen sy(Viyy) = Vyy—y) definieren die sy,y € Y, einen Isomorphismus 
yeY 

844° Viet > Vey. Sei Z das Objekt von (VL)sop, das durch Zusammenkleben der 

Vs (t € T) langs der Isomorphismen s,, entsteht. Da Gir= U Vi, haben wir eine 

_ teT 
kanonischen Morphismus :GF, p — Z. Es ist klar, daf (i), (ii), (iii) fir diesen 

Morphismus 7 gelten. 

Wir zeigen (1). Sei V eine offene Teilmenge von R mit der Eigenschaft 

(*) Es gibt k € Nundry,...,rn € Or(V)°°, so daB f(Uy)N{x € p“1(V) | v2(riTf) >0 

und vz(riT; *) > 0 fir jedes (¢,j) € K} = @ fur jedes y € Y\{O}, wobei K:= 

{1,...,n} x {1,...,r}. 

Fur jede Familie A = ((a;;, bj;, ci, dij) | (4,9) € K) mit ai;, 6:3, ci3,di3 € No und 

aij + Gj = bj; + dij + 2 fiir jedes (1,7) € K setzen wir 

Va = {x € p“1(V) | vn(r7? T?*) > ve(r;?) # 00 
und ve(re?T-**) > ve(re#) #00 

fir jedes (i,j) € K} 

Dann gilt | 

(2) VaN sy(Va Np~!(Uy)) = @ fiir jedes y € Y\{0} und die V4 ’s tiberdecken p-!(V). 

Denn: Sei y € Y\{0} gegeben. Seien fi,...,f- die Elemente aus Op(U_,y)* mit 

st (75) = f;Tj far j = 1,...,r. Dann gilt V4 sy(V4 N p-1(Uy)) = Van sy(Van 

p-'(U-y)) = {© € pV Uy) | ver 72) > velr*) # 00, velrT 7%) > 
vz (ri) # 00, ve(ri" f2kT 24) > vs (rei) # 00, v2(r¢? fT 7) > vz(r2) # oo fir 

jedes (2,7) € K}. Angenommen, es gibt ein z € VaN sy(VaN p-1(Uy)). Da aij +c; = 

bis + dij +2 fiir jedes (i,j) € K, folgt v.(rif#) > 0 und v,(rifz*) > 0 fiir jedes 
(i,j) € K. Dies aber bedeutet gerade (f | U_y)(p(z)) € {x € p-1(V) | v2(riTF) >0 

und vr(riTF) > 0 fur jedes (7,7) € K}, im Widerspruch zu (*). 

Sei « € p~!(V) gegeben. Wir suchen eine Familie A mit ¢ € V4. Sei 7 € {1,...,n} 

fixiert. Ist vz(ri) = 00, so setzen wir aij = cj; = 1 und bj; = dj; = 0 fir jedes 

j € {1,...,r}. Ist ve(ri) # 00, so wahlen wir aj;, bij, ¢j;, di; fir jedes 7 € {1,...,r} 

so, dab aj; + aj = bj + dij + 2 und (cj; — dij )vz(ri) => vz(T?*) > (bj; — ai; )ve(ri). 

Dies ist méglich, da vz(T?*) # oo und vz(rj) kofinal in (Ty, )oo ist. Fir diese Familie 

A = ((ai;, b:;, cij, diz) | (2,9) € K) gilt c € Va.
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Da nach Voraussetzung R von offenen Teilmengen V tberdeckt wird, die die Eigen- 

schaft (+) haben, folgt (1) aus (2). 

Wir zeigen noch (iv). Seien z € Y und « € U; gegeben. Nach (1) gibt es eine offene 

Umgebung W von f(x) in GF, p, so daB WNsy(WMp-!(Uy)) = 0 fiir jedes y € Y\{0}. 

Da f | Uz ein Schnitt von p uber U; ist, ist V:= p(WN f(Uz)) eine offene Teilmenge 

von A. Fir jedest € Y\{z} gilt f(Us)N(WNp-1(V)) C Wosi-e(WNp-1(Ui-z)) = 0. 

Als Schnitt von p ist f | Uz eine lokal abgeschlossene Einbettung (vgl. (3.11.4)). Da- 

mit folgt aus (3.6.28), da8 f eine lokal abgeschlossene Einbettung ist. | 

(A.2) Die Voraussetzung von (A.1) ist erfiillt, wenn Y torsionsfrei und f quasikompakt 

ist. 

Beweis: Wir nehmen an, da$ Y torsionsfrei und f quasikompakt ist. Sei U eine 

offene affinoide Teilmenge von R. Sei H eine endliche Teilmenge von Op(U)°°, so dab 

H -Or(U) offen in Or(U) ist. Nach Konstruktion von Gir ist Vi= {x € p-1(U) | 

ve(hT;) > 0 und ve(hT;*) > 0 fur jedes (h,j7) € A x {1,...,r}} quasikompakt 

und offen in Gf, p. Deshalb ist die Menge K:= {y € Y | UyN f-1(V) # 9} 

endlich. Sei k:=| K |. Dann ist f(Uy) NW = @ fiir jedes y € Y\{0}, wobei 

W: = {@ € p-1(U) | ve(AT#) > 0 und ve(AT;*) > 0 fiir jedes (h, j) € Hx {1,...,r}}. 
Denn: Angenommen, es gibt ein y € Y\{0} mit f(Uy) 1 W # 0. Wahle ein x € Uy 

mit f(x) € W. Fir jedesz € {0,...,k} gilt f(tr) =if(x) € V und iz € Uy. Da Y 

torsionsfrei ist, folgt | K |> +1, Widerspruch. 

Wir spezifizieren nun R,Y,L,f etwas genauer. Sei A ein normaler exzellenter In- 

tegritatsbereich mit Quotientenkorper K. A sei mit einer vollstandigen adischen 

Topologie versehen. Mit S bezeichnen wir das Schema Spec A und mit G den Torus 

G" Xspecz 9 uber S. Seien 

R: = Spa (A, A) 

Y C G(K) = (K*)" eine torsionsfreie endlich erzeugte Untergruppe vom 

Rang r. 

R betrachten wir auf kanonische Weise als Raum tiber S,y: R — S (siehe (3.10.6 

v)). Die Verknipfung auf Y schreiben wir additiv. Da wir auf Gt, und damit auch 

auf G schon die Koordinatenfunktionen T;,..., 7; eingefiihrt haben, identifizieren wir 

die Charaktergruppe X von G mit Z’. Wir nehmen an, da8 zu Y eine Polarisation 

6: Y — X im Sinne von [Mu], 1.2 existiert. Fur y = (yi,...,yr) € Y undn=



227 

(ny,..., mr) € Z setzen wir y": = yf?-...-y®r € K* und T®:= Ty"-...-T™ € 04(G). 

Fur jedes y = (y1,..-, yr) € Y setzen wir 

Vyi={peS|y:e(Ap)* fir t=1,...,r}. 

Dann gilt: Vy ist offen in S,Vo = S,V_y = Vy und V, NV, CV, fiir alle y,y’ € Y. 

Deshalb ist 

  

H:= [|W 
yeY . 

‘h 

auf kanonische Weise eine Gruppe tiber S. Fir y = (yi,..., yr) € Y bezeichnen wir 

die algebraische Funktion auf V,, die im generischen Punkt 7 den Wert y; annimmt, 

ebenfalls mit y;; wir haben dann y; € Os(Vy)*. Sei gy: Vy ~ G der S-Morphismus 

mit 93 (Ta) = y; firi =1,...,r. Dann ist 

om 
ae 

gi= [I gy: oG 

yeY 

ein Gruppenhomomorphismus. Wir setzen 

L:=HxsgR 

| f:=ypiLoGxsR=G!, p 

Mit dieser Definition von R,Y,L, f gilt 

(A.3) i) Der Quotient von GF, p nach L existiert. 

ii) Der Morphismus f: L + Gp, p ist eine abgeschlossene Einbettung. Wir konnen 

also L als abgeschlossene Untergruppe von Gi, p auffassen. 

Beweis: Behauptung (ii) folgt aus (3.6.25) und den folgenden drei Aussagen. 

a) f ist injektiv. 

b) Fiir jede quasikompakte Teilmenge U von G7, p ist die Menge {ye Y | f(y) 

U ¢ 0} endlich (Uy: = Vy xg R). 

c) Fiir jedes y € Y ist f | Uy: Uy > Gi, p eine abgeschlossene Einbettung. 

Beweis von (a): Seien y = (y1,--.,¥r) € Y\{O} und z € y-!(Vy). Da y®™) € Av, 

gibt es eini € {1,...,r} mit y;(z) #1. 

Beweis von (b): Sei eine quasikompakte Teilmenge U von Gi, R Segeben. Sei 

a1,...,@n ein Erzeugendensystem des Ideals A°° von A. Wir wahlen ein k € N,  
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so daB U C V:= {x € Gi» | vz(aFT;) > 0 und ve(abT =") > 0 fiir jedes 

(i,j) € {1,...,n}x{1,...,r}}. Zujedem y € Y wahlen wir ein ny € N mit ny > t-r-k, 

wobei t das Maximum der Betrage der Komponenten von ®(y) € Z" ist. Nach [Mul], 

1.3 gibt es eine endliche Teilmenge Q von Y, so da es zu jedem z € Y\Q ein 

y € Y\{0} gibt mit . Oo 

2%(¥) € (y2(y) my A. 

Da y®(¥) € Ae? fiir jedes y € Y\{0}, erhalten wir fiir jedes z = (z1,...,2r) € Y\Q 

und jedes x € y~1(V,z) | 

vz(z?C)) > ny + min {vz(a1),...,Uz(an)}, 

woraus sich ergibt 

| vz(zi) [> &- min {vz(a1),...,v2(an)} fir ein 7 € {1,...,r}. 

(| vz (zi) | ist ve(zi;) oder —vz(2;), je nach dem ob vz(z;) positiv oder negativ ist.) Dies 

besagt gerade, da8 f(Uz) NV =@ fir jedes z € Y\Q. 

Beweis von (c): Wir zeigen, da gy: Vy > G eine abgeschlossene Finbettung ist. Dazu 

benotigen wir 

(1) Fiir jedes y € Y gilt V, = D(y®()). 

Denn: Sei A: = y®). Die Inklusion Vy € D(h) ist klar. Nach [Mul], 1.4 ist y* € Aj, 

fiir jedes a € Z. Spezielle fiir a = e; = (0,...,1,...,0) gilt y; = y* € Ap, und 

y; | = y~% € Ap, also y; € (Aj)* (i = 1,...,7). Dies zeigt D(h) © Vy. 

Als Schnitt des Strukturmorphismus g:G — S, ist Jy eine abgeschlossene Einbettung 

nach g~1(V,). Wir betrachten die Nullstellenmenge V(T®) —y®()) C G der globalen 

Funktion T?() — yPy) € O4¢(G). Nach (1) ist V(T'®() — y®(¥)) in g-1 (Vy) enthalten. 

Da gy(Vy) in V(T%) — y?)) liegt, ist gy(Vy) abgeschlossen in G. Damit ist gezeigt, 

da8 gy: Vy — G eine abgeschlossene Einbettung ist. . 

Die Behauptung (i) folgt aus (ii), (A.2) und (A.1). Man kann die Voraussetzung von 

(A.1) aber auch etwas schneller folgendermagen.verifizieren. Sei a1,...,d@n, wieder 

ein Erzeugendensystem des Ideals A°°. Nach [Mul], 1.3 gibt es endliche Teilmengen 

Z CZ und Q CY, so dab es zu jedem y € Y\Q einme Z gibt mit ym € A%. Fir 

Z:= Z' U 0(Q) gilt dann: Zu jedem y € Y\{0} gibt es ein m € Z mit y™ € A®. 

Sei 7 € N das Maximum der Betrage der Komponenten der Elemente von Z. Dann 

gilt fiir jedes y = (y1,...,yr) € Y\{O} und jedes x € p~!(Vy):
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rl- | ve(yi) [> min {vz(ai),...,vz(@n)} fir ein 7 € {1,...,r}. 

Hieraus folgt fiir k: =rl+1 und jedes y € Y\{0}: f(Uy) N {z € Grr | ve(a;T?) >0 

und v,(a;T;*) > 0 fir jedes (i,j) € {1,...,n} x {1,...,r}} = 0. 

Zu G und Y wird in [Mu] ein Gruppenschema G iiber S konstruiert, das als der 

» Quotient“ von G nach Y zu verstehen ist. Es gibt jedoch keinen kanonischen 

Morphismus von G nach G. Betrachtet man die zu G und G assoziierten adischen 

Raume G xs R und G xg R, 80 gilt 

(A.4) i) Man hat einen kanonischen R-Morphismus adischer Raume p:G xg R = 

G xg R. Dieser Morphismus ist der Quotient von G” mR = G xg R nach L. 

ii) Als Quotient von GT" m,R erbt G xg R eine Gruppenstruktur. Auch die Grup- 

penstruktur von G induziert eine Gruppenstruktur auf G xg R. Diese beiden 

Gruppenstrukturen auf G xs R stimmen tberein. 

Beweis: i) Sei P ein relativ vollstandiges Modell von G beziiglich Y und ® (siehe 

[Mu]). Wir setzen P als separiert voraus. Sei 93 die A°°-adische Vervollstandigung 

von P und sei t($8) der adische Raum zu dem formalen Schema 33. Zu jedem y € Y 

hat man einen S-Morphismus Sy: P > P, s0 dab y Sy eine Operation von Y auf 

P ist. Dann operiert Y auch auf 8 und (98); die durch Sy induzierten Morphismen 

von J und t($P) werden ebenfalls mit Sy bezeichnet. Sei | 

h: PB P 

der in [Mu] konstruierte Quotient von §$ nach Y. Fir den Morphsimus adischer 

Raume 

t(h): (B) — e() 

gilt 

(1) 
a) t(h) ist surjektiv. . 

b) Sind v und w Punkte von t($8) mit t(h)(v) = t(h)(w), so gibt es ein y € Y 

mit Sy(v) = w. 

c) Ist U eine Teilmenge von t(98), so daf t(h)-1(U) offen in t() ist, so ist U 

offen in ¢().
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d) Sind U eine offene Teilmenge von (9) und F der Unterring der Y-invarianten 

Elemente von OT )), so induziert Ojg)(U) > 

Ong ((2)-1(U )) einen Homéomorphismius von Oyg)(U) auf F, wobei F 

mit der Teilraumtopologie von Ong (th) “(0 )) versehen ist. 

Begrindung: Der Morphismus h: 3 —+ YP faktorisiert in P+ OS %, wobei $ > 0 

der Quotient von $ nach kY ist (k € N geeignet) und Q -> % der Quotient von 2 

nach der endlichen Gruppe Y/kY ist. Klar ist, da® fiir s die zu (a) - (d) entspre- 

chenden Eigenschaften gelten. Wir zeigen, da$ auch r die zu (a) - (d) entsprechenden 

Kigenschaften hat. Da r:Q — $B endlich ist, ist auch ¢(r):t(Q) — ¢(98) endlich. 

Wir benutzen nun einige Eigenschaften endlicher Morphismen adischer Raume (siehe 

(3.12)). Da Og — 140g injektiv ist, ist auch Oy) > t(r)+Oy) injektiv. Hieraus 

folgt (a) und da Oxya)(U) die Teilraumtopologie von Oypy(t(r)-1(U)) tragt fiir jede 

offene Teilmenge U von t(98) (nach (2.3.33 i)). Da ¢(r) abgeschlossen ist, gilt (c). Sei 

V eine offene affine Teilmenge von P. Dann ist r~!(V) affin und Og(V) der Ring der 

Y/kY-invarianten Elemente von Og(r7!(V)). Mit [B], V.2.2 Th. 2 und [B], VI1.8.6 

Cor. 1 erhalten wir (b). Ist U eine rationale Teilmenge von t(V), so ist Oysy(U) 

flach tiber Og(V) ((3.6.5)) und deshalb ist Oyyy(U) der Ring der Y/kY-invarianten 

Elemente von Oygy(t(r)-1(U)) = Oa(r(V)) @og(v) Oxgpy(U). Also gilt (d). 

Aus (1) folgt | | 

(2) Fiir jede offene Teilmenge U von t(B) ist t(h):t(h)-!(U) — U der Quotient von 

t(h)-1(U) nach Y in der Kategorie (VL)top, d.h. t(h)-1(U) — U ist Y-invariant 

und jeder Y-invariante Morphismus in (VL)iopt(h)-1(U) — Z faktorisiert ein- 

deutig uber U. . 

Denn: Sei p:t(h)-1(U) — Z ein Y-invarianter Morphismus in (VL)top. Fur je- 

des x € t(h)-1(U) setzen wir q(t(h)(x)):= p(x). Nach (a), (b) und (c) erhalten 

wir auf diese Weise eine stetige Abbildung q:U -—+ Z. Nach (d) faktorisiert fiir 

jede offene Teilenge V von Z die Abbildung p*:Oz(V) — Oyay-1(u)(p7'(V)) ein- 

deutig in Oz(V) ¥, Ou(q7(V)) > Oyny-(u)(p71(V)).. Dadurch erhalten wir ei- 

nen Morphismus topologischer Garben 9g*:Oz — qsOy. Seien u ein Punkt von 

U und z ein Punkt von ¢(h)~!(U) mit t(h)(xz) = u. Wir haben die Morphismen 

O7,9(u) + Ov 4 Oxn-1(U),2- Wegen Spv (bo a)(vz) = vg(y) und Spv (6)(vz) = vu 

gilt Spv (a)(vu) = gy). Also ist (g,q*): U + Z ein Morphismus in (VL) top. 

Sind g:M > N. ein Morphismus geringter Raume und I eine Idealgarbe von Oy, so 

setzen wir g(/): = im(g*(I) + Oy) und V(I):= {2 € N | In # Ons}.
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G ist ein offener Unterraum von P. Sei C Op die Idealgarbe der auf P\ U Sy(G) 
yeY 

verschWiitdenden
 

Funktigtien. Bs ist Sy(I ) = f fit jedes y € Y: ‘Sel a: i +» P det 
kanonische Morphismus. Die Idealgarbe a(/) C Og bezeichnen wir mit J. Sei I C Og 
die Idealgarbe mit A(3) = 3. Das kommutative Diagramm i ink 

zeigt t(h)(77q3(3)) = 73 (3) und deshalb gilt 

(3) 4B) \V (HD) = t(4)-1(4(B)\V (B))). 
Sei P das projektive Schema tiber S, dessen A°°-adische Vervollstandigung mit 
ubereinstimmt. Sei J die koharente Idealgarbe von P mit b(1) = 3, wobei 6:8 > P 
der kanonische Morphismus ist. Definitionsgemaf ist G der offene Teilraum P\V(I) 
von P. 

Nach (3.10.6 v) induzieren a und 6 kanonische Morphismen adischer Riume 

at(B) + PxgR 

d:t(P) ~ P xg R. 

Die Operation von Y auf P induziert eine Operation von Y auf P xg R. Es gilt 

(4) 
a) cist Y-aquivariant. 

b) c induziert per Restriktion einen Isomorphismus 

c:4(B)\V (7H(5)) > LY Sy(G xz R). 
yeY 

c) d induziert per Restriktion einen Isomorphismus 

d': t(B)\V (BI) > G xg R. 
Begriindung: a) Nachrechnen. . 
b) Nach (3.10.6 v (c)) und dem nachfolgenden Punkt (6) reicht es zu zeigen 

im(c) > (J Sy(G xz R). 
yeY  
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Wegen (a) ist nur zu zeigen 

im(c) DG xg R. 

Sei c € GxgR gegeben. Seil:G@xgR— GX gpeczSpa (Z, Z)(= Spv G) der kanonische 

Morphismus. Sei y eine Primargeneralisierung von [(z) in Spv G, deren Trager der 

generische Punkt von G ist ((1.1.16)). Da vz(a) kofianl in (I'v, )oo ist fiir jedes a € A, 

gilt 

(5) y(a) > cl’, oder y(a) ist kofinal in cI’, ftir jedes a € A®. 

Sei a € X gegeben. Wahle n € N und z € Y, so daS ®(z) = na. Da (z%)" = 

2¥(z) € A, ist z* € A. Nach (5) gibt es ein m € N mit m-y(z%) > —y(T?), dh. 

y((mz)*T”) > 0. Hiermit folgt aus [Mu], 2.1 (ii), da y eine Primarspezialisierung 

w in SpvP hat, die eine triviale Bewertung ist. Nach (1.4.5) ist w auch eine 

Primarspezialisierung von I(x) in SpvP. Hieraus folgt, daS z in P xg R eine 

Primarspezialisierung r hat, so da® v; eine triviale Bewertung ist. Mit (3.10.6 v(a)) 

erhalten wir x € im (c). 

c) folgt aus (3.10.6 v(d)) und (6). 

(6) Seien Z ein Schema lokal von endlichem Typ uber S,Z die A°°-adische Ver- 

volistandigung von Z, J C Oz eine koharente Idealgarbe und 

u(Z ) i, ZxgkR 

| |p 

Z —Z 
t 

die kanonischen Morphismen. (Das Diagramm ist im allgemeinen nicht kommu- 

tativ.) Dann gilt 

i(p(J)) = F@(J)). 

Idenn: Sei U eine offene Teilmenge von Z. Dann ist V: = (¢07)—1(U) € (pog)—1(U), 

und 707 und poj induzieren denselben Ringhomomorphismus Oz(U) — On 2(V)- 

Ilieraus-folgt die Behauptung. 

(Bemerkung. Benutzt man [Mul], 3.1, so kann man in Erganzung zu (4 b) zeigen, 

daB-c:t(8) + P xg R ein Isomorphismus ist ( vgl. auch Beweis von [Mul], 3.3).) 

Nach (3) und (4 b und c) gibt es einen Morphismus adischer Raume 

o: UJ Sy(G xg R) > G xs R, 

yeY
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so daB kommutiert 

UB)\V (BCI) > LJ Sy(G xs B) 
yeY 

th)| lo 
UB)\V (BUD) > G xs BR. 

Aus (2), (3) und (4 a) folgt 

(7) o ist der Quotient von UJ Sy(G xg R) nach Y. 

yeY 

Wir definieren 

pi=o|GxgR:GxgR>GxgR 

Zu zeigen ist, daB p der Quotient von G xg R nach L ist. Sei g:G + S der 

Strukturmorphismus. Im Beweis von (A.3) wurde gezeigt, da® gy:Vy — G eine 

abgeschlossene Einbettung ist. Sei sy:q-1(Vy) — q71(V,) die durch den Schnitt gy 

gegebene Translation. Aus den Definitionseigenschaften eines relativ vollstandigen 

Modells ((Mu], 2.1) folgt 

(8) Fir jedes y € Y gilt GN Sy(G) = q-1(Vy) und Sy | g7}(Vy) = sy. 

Da o Y-invariant ist, folgt aus (8), da pJL-invariant ist. Seien Z ein Objekt in 

(VL )top/R und r: G xs R - Z ein L-invarianter Morphismus in (VL)top/R. Wir 

definieren einen Morphismus in (VL)top/R 

n: U Sy(G xg R) > Z 
yeY 

durch 

7 | Sy(Gxg R)=T0 (Sy" | Sy(G xg R)) 

Da 7 L-invariant ist, folgt aus (8), da’ 7 wohldefiniert und Y-invariant ist. Nach (7) 

gibt es einen R-Morphismus v:G xg R - Z mit 7 = vo, also auch tr = vo p. Ist 

v:GxgR— Z ein R-Morphismus mit r = v' 0 p, so gilt n=v' oo (dao Y-invariant 

ist) und deshalb v' = v. Also ist p der Quotient von G xs R nach L und (i) ist 

bewiesen. 

ii) Sei P gegeben wie im Beweis von (i). Die Konstruktion von G mit Hilfe von P 

liefert gleichzeitig einen kanonischen Isomorphismus
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A: GA + GA, 

wobei GA und G* die A°°-adischen Vervollstandigungen von G und G sind. 

Seien D und D die lokal geringten Raume, deren zugrundeliegenden topologischen 

Raume die topologischen Teilraume E:= {x € G xg R | vz ist triviale Bewertung } 

und E:= {x € Gxg R | vg ist triviale Bewertung } von G xs R und G xg R sind 

und deren Strukturgarben die Restriktionen Og, .p | E und Ogx,r | E sind. Man 

hat dann kanonische Isomorphismen 

7:D + GA 

7: D> G, 

die folgendermafen definiert sind: Sei p:G xg R > G die Projektion. Dann ist j der 

-eindeutig bestimmte Morphismus, so da8 kommutiert 

D+ G 

pPIDN Za 
G, 

wobei a der kanonische Morphismus ist (vgl. (3.7.1)). j ist entsprechend definiert. 

Nach Konstruktion von p:G xg R — G xg R im Beweis von (i) gilt 

(9) Ist p': D + D die Restriktion von p, so kommutiert 

Seien nun (Gi, Yj, ®;, Pi), i = 1,2, zwei Tori titber S zusammen mit Periodengruppen, 

Polarisationen und relativ vollstandigen Modellen. Seien G; die daraus konstruierten 

Schemata und pi: Gi Xs R —- G; xg R die Morphismen gemAf (i). Sei &: Gi — Go 

ein S-Gruppenhomomorphismus mit @(Y;) C Y2. Nach [Mul], 4.6 gibt es einen S- 

Morphismus a: Gi — G2, so da kommutiert 

Gr © Gs 

(10) - Al Ae 
A A 

Gt — Ga,
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wobei 43, A2 die kanonischen Morphismen sind. Seien jg): Gi xg R— Go xg Rund 

ary: GixsR — G2xgR die durch @ und a induzierten Morphismen adischer Raume. 

Es gilt 

(11) Das Diagramm 

~ Gd 
D, — De 
‘ 

py I |p, 

dD, > Pe 

kommutiert, wobei Dj, D,; wie oben definiert sind, 0; die Restriktion von p; und d,d 

die Restriktionen von &) und aygy sind. 

Denn: Wir betrachten das Diagramm 

GA 4 | GA 

nN 1 7 jr 

BD, ++ By 
Ml 4 pl 5 tp, 2 Jr , 

rope Oo | 
nl 3 Nie 

Gs = G} “ta ‘ 

Die Vierecke 1 und 3 sind kommutativ (funktorielles Verhalten), auch 2 und 4 sind 

kommutativ (nach (9)). Da das Diagramm (10) kommutiert, und 72 ein Isomorphis- 

mus ist, erhalten wir, daf 5 kommutiert. 

Ferner benotigen wir 

(12) Es gibt eine Folge (Un)nen offener affinoider Teilmengen von Gi xg R, so da& 

Un GC Un+i,G@) xgR= U Un und O@,x¢R(Un) integer ist fiir jedes n € N. 

nEN 

Begriindung: Sei G; = Spec A(T, Tr, ..+;Zm,T—}] und sei M ein endliches Erzeu- 

gendensystem des Ideals A°° von A. Wir setzen Up: = {@ € Gi xs R | v2(IT;) > 0 

und vz (IT; ') > 0 fiir jedes (1,7) € M* x {1,...,m}}. Dann ist Up, offen und affinoid, 

Un © Un4i,Gi xs R= |) Un und 
neEN 

O68, x eR(Un) = { > ayT” |a, EA fir jedes ve Z™ 

vEe“Z™  
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und zu jeder Nullumgebung W von A gibt es nur 

endlich viele v € Z™ mit ap ¢ M™ +l. W}. 

(mit | v [=| 1 | +..-+ | um | fir » = (r,.. .)Ym) ). Seien @ = D> yegmayT” 

und 6 = - Sveam » TY zwei von Null verschiedene Elemente von 06... p(Un) und 

C= Drezm cyT” das Produkt von a und 6b. Zu zeigen ist c # 0. Wir wahlen eine 

stetige Bewertung w: A— Too mit Trager (0) ((3.6.11)) und eine Anordnung auf Z™, 

die mit der Addition von Z™ vertraglich ist. Es existiert y= min {w(a,) |v € Z™} 

und die Menge Q:= {v € Z™ | w(a,) = 7} ist endlich. Sei \:= min@. Dann ist 

w(ay) > w(ay) fir jedes vy € Z™ und w(ay) > w(a,) fir v < A. Ebenso gibt es 

ein p € Z™, so da w(by) > w(by) fir jedes vy € Z™ und w(b,) > w(by) fir jedes 

vy <p. Schreibe cyy, = ayby +d mit d = })aabg, wobei iiber alle a, 8 summiert 

wird mit a+ 6 = A+ yw und (a, 8) # (A, 1). Dann ist w(d) > w(a,by) und deshalb— 

w(Cy4p) = w(a,) + w(dy) # co. Also ist cy4, #0 und damit c # 0. 

Nun k6nnen wir zeigen 

(13) Das Diagramm 

Gy x5 RAE Go xg Rk 

pil. |p 

Gy xs R— Go xs Rk 

@(R) 

ist kommutativ. 

Denn: Wir setzen uj:= a/R) © p1 und uz: = p2 0 GR). In der Kategorie der adischen 

Raume iiber R existiert der Kern Ker(u,u2).der beiden Morphismen u; und uz 

([EGA* ], 0.1.4.10). Da G2 separiert ist, ist der Morphismus Ker (u1, uz) > GixsR 

eine abgeschlossene Einbettung (vgl. (3.11.22)). Sei Z die koharente Idealgarbe dazu. 

Wir wahlen ein z € Dy. Nach (11) gilt uy(x) = uo(x) =:y und uj = v3: Oa, xsRy 7 

Oe xsRe" Da G2 xg R lokal von endlichem Typ iiber R ist, gibt es eine offene 

Umgebung V von z in G) xg R mit uy | V = u2 | V, deh. Z| V = 0. Wir konnen 

annehmen, da x € Up fiir jedes Un aus (12). Da a: 06, ¢p(Un) > Oa xgr2 flach 

ist ((3.6:5)) und Og , .2(Un) integer ist, ist a injektiv. Aus (3.6.22) folgt Z| Un = 0. 

Also ist.Z = 0 und damit wu; = ug. 

Aus der Konstruktion der Gruppenstruktur von G in [Mu], 4.8 und (13) folgt die 

Behauptung (ii).
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3.11. SEPARIERTE MORPHISMEN 

In (3.3) und (3.8) haben wir definiert, da8 ein analytischer oder adischer Raum X 

quasisepariert heift, wenn UNV quasikompakt ist fiir beliebige offene quasikompakte 

Teilmengen U und V von X. 

Definition 3.11.1. Ein Morphismus f:X — Y analytischer oder adischer Raume 

hei8t quasisepariert, wenn f—1!(U) quasisepariert ist fiir jede offene quasiseparierte 

Teilmenge U von Y. 

Bemerkung 3.11.2. Sei f:X -—> Y ein Morphismus analytischer oder adischer 

Raume. 

i) Ist X quasisepariert, so ist f quasisepariert. 

ii) Ist f adisch und gibt es eine offene Uberdeckung { von Y, so da8 f-1(U) quasise- 

pariert ist fiir jedes U € SM, so ist f quasisepariert. 

Proposition 3.11.3. Sei f:X -—» Y ein Morphismus analytischer oder adischer 

Raume, der lokal von endlichem Typ ist. f ist genau dann quasisepariert, wenn die 

Diagonalabbildung Ay: X — X xy X quasikompakt ist. 

Beweis: Nachrechnen. 

Lemma 3.11.4. Sei f: X — Y ein Morphismus analytischer oder adischer Raume, 

der lokal von endlichem Typ ist. Fir die Diagonalabbildung Ay: X — X xy X gilt. 

i) Af ist eine lokal abgeschlossene Einbettung. | 

ii) Sind X und Y affinoid, so ist Ay eine abgeschlossene Einbettung. 

Beweis: (ii) folgt aus (3.6.24) und (i) folgt aus (ii) und (3.6.28). 

Definition 3.11.5. Ein Morphismus analytischer oder adischer Raume f:X — Y, 

der lokal von endlichem Typ ist, heift separiert, wenn die Diagonalabbildung Ay: X — 

X xy X eine abgeschlossene Einbettung ist (nach (3.6.29) und (3.11.4 i) ist dies 

aquivalent dazu, da8 A(X) abgeschlossen in X xy X ist). 

In (1.5) haben wir zu einem bewerteten lokalen Ring (A,v) einen lokalen Ring A» 

definiert. In Erganzung zu (1.5.2 ii) zeigen wir 

Lemma 3.11.6. Seien (A,v) und (B,w) bewertete lokale Ringe und f: A — B ein 

Ringhomomorphismus. Dann gilt
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i) Aquivalent sind 

a) v ist eine Plimarspezialisierung von Spv (f)(w) i in Spv A. 

b) F(As) © Bw und dié Resttiktioi f: Aj 3 By iat ickal: 

ii) Aquivalent sind 

a) v ist eine Sekundarspezialisierung von Spv(f)(w) in Spv A. 

b) f(Av) C By und der Ringhomomorphismus f: A — B ist lokal. 

iii) Aquivalent sind 

a) v ist eine Spezialisierung von Spv (f)(w) in Spv A. 

b) f(Ae) © Bu. 

Beweis: i) (a) => (b): einfaches Nachrechnen 

(b) => (a): Sei u: = Spv (f)(w). Die Voraussetzung (b) besagt: 

Fur alle a € A gilt 

a) Ist v(a) > 0, so ist u(a) > 0. 

2) Ist v(a) > 0, so ist u(a) > 0. 

Wir werden zeigen: Fur alle a,b € A gilt 

1) Ist v(a) > v(b) # 00, so ist u(a) > u(b) # oo. 

2) Ist v(a) > v(bd), so ist u(a) > u(b). 

Aus (1.3.3) folgt dann, da u eine Primargeneralisierung von v ist. 

u (1): Aus v(b) # oo folgt, da® 6 eine Kinheit in A ist. Aus v(f) > 0 und (a) folgt Lu ( 
u(a) > u(b) # oo. 
Zu (2): Da v(b) # 00, ist 6 eine Einheit in A. Aus v( 

ii) und iii) Nachrechnen. 

) > 0 und (8) folgt u(a) > u(b). 

o
a
 

Korollar 3.11.7. Seien X ein adischer Raum und z,y Punkte von X, wobei y eine 

Spezialisierung von x ist. Seien Oy — Oz und (O+)y — (O+), die kanonischen 

Abbildungen. Dann gilt 

i) y ist genau dann eine Primarspezialisierung von x, wenn (O+)y — (O+), lokal ist. 

ii) y ist genau dann eine Sekundarspezialisierung von z, wenn O, — Oz lokal ist. 

Unter einem bewerteten Bewertungsring (kurz: bB) verstehen wir einen bewerteten 

lokalen Ring (A, v), wobei A ein Bewertungsring ist. Ist (A,v) ein bB, so ist A, ein 

Bewertungsring mit Quot (A) = Quot(A,). Sind umgekehrt A und B zwei Bewer- 

tungsringe mit B C A und Quot (B) = Quot (A), so gibt es genau eine Bewertung v 

von A, so da8 (A, v) ein bB ist mit Ay = B. 

Sei (A, v) ein bewerteter Bewertungsring. Meist schreiben wir nur A statt (A,v), und
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bezeichnen dann v genauer mit va. Fiir den Ring Ay schreiben wir auch At, und 
statt (A, v) oft auch (A, At). 

Definition 3.11.8. i) Seien X ein analytischer oder adischer Raum und z ein 
Punkt von X. Unter einem bewerteten Bewertungsring von «(x) verstehen wir einen 
bewerteten Bewertungsring A mit A C k(z),Quot(A) = k(2), At € k(az)+. Ein 
bewerteter Bewertungsring A heift bewerteter Bewertungsring von X, wenn es ein 
t € X gibt, so daf A ein bewerteter Bewertungsring von «(z) ist; « heiSt der Trager 
von A. 

ii) Seien X ein analytischer oder adischer Raum, A ein bB von X und z der Trager 
von A. Ein Zentrum von A auf X ist eine Spezialisierung y von x, so daf fur die 

kanonische Abbildung y: Oy — k(x) gilt: y(Oy) C A und die Restriktion y: Oy > A 
ist ein lokaler Ringhomomorphismus zwischen den bewerteten lokalen Ringen (Oy, vy) 
und (A, vag). 

Lemma 3.11.9. Seien X ein affinoider analytischer oder affinoider adischer Raum, 

A ein bB von X und « der Trager von A. Genau dann hat A ein Zentrum auf 

X, wenn fur die kanonische Abbildung %:O(X) — k(z) gilt y(O(X))'C A und 
p(Ot(X)) C A+. Hat A ein Zentrum auf X, so ist dieses eindeutig bestimmt. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Es gelte nun ~(O(X)) C A 

und ¥(O+(X)) € At. Sei w die durch k(x)+ gegebene Bewertung von A mit 

Trager (0). Es ist v4 eine Spezialisierung von w in Spv A. Wir versehen A mit der 

Teilraumtopologie von k(x). Es ist dann (A, At) ein affinoider Ring und w, va sind 

Elemente von Spa (A, A+). Sei g: Spa(A, At) — Spa(O(X), O+(X)) = X die durch 
p: (O(X), OF(X)) — (A, At) gegebene Abbildung. Es gilt x = g(w), und y: = g(v4) 

ist eine Spezialisierung von x. Nach (2.1.15) faktorisiert fiir jede rationale Teilmenge U 

von X mit y € U die Abbildung w: O(X) — A tiber eine stetige Abbildung O(U) — A. 
(Man beachte, da A zwar im allgemeinen nicht vollstandig ist, aber abgeschlossen in 

k(x) ist.) Hieraus folgt, daB y ein Zentrum von A ist. . 

Seien y und z Zentren von A. Wir haben dann lokale Ringhomomorphismen zwischen 

bewerteten lokalen Ringen (Oy, vy) — (A,va) und (Oz,vz) — (A,v,). Fiir a,b € 

O(X) gilt: vy(a) > vy(b) <=> va(a(x)) > va(b(z)) <> v2(a) > v2(b). Deshalb 

y= 2. 

Lemma 3.11.10. Fiir einen analytischen oder adischen Raum X gilt 

i) Seien A ein bB von X,x der Trager von A und y ein Zentrum von A. Gilt 
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At = k(x)t, so ist y eine Primarspezialisierung von x, und gilt A = k(z), so ist 

y eine Sekundarspezialisierung von z. 

ii) Seien z ein Punkt von X und y eine Spezialisierung von z. Dann gibt es einen bB 

A von X, der z als Trager und y als Zentrum hat. Ist y eine Primarspezialisierung 

(bzw. Sekundarspezialisierung) von x, so kann man A so wahlen, da8 gilt A+ = k(x)+ 

(bzw. A = k(x)). 

iii) Seien x ein Punkt von X und y eine Sekundarspezialisierung von r. Dann gibt es 

genau einen bB von X, der z als Trager und y als Zentrum hat. 

Beweis: i) Wir betrachten die Abbildungen Oy — O; und (O+), — (O+)z. Es gelte 

At+ = k(z)+. Da (O+)y — At lokal ist (nach (1.5.2)), ist dann (O+)y — (O+), 

lokal. Aus (3.11.7 i) folgt, da& y ein Primarspezialisierung von z ist. Es gelte nun 

A= k(x). Da Oy — A lokal ist, ist dann Oy — Oz lokal. Aus (3.11.7 ii) folgt, dai y 

eine Sekundarspezialisierung von zx ist. 

ii) Wir betrachten die durch Oy — Oz gegebene Abbildung h: Spv O; — Spv Oy. Es 

ist vy eine Spezialisierung von h(vz) ((1.5.6)). Nach (1.1.17) gibt es ein w € Spv Oy 

mit 

h(vz) > w > vy, 

wobei A(vz) > w eine Sekundarspezialisierung und w > vy eine Primarspezialisie- 

rung ist. Sei u € SpvO, eine Sekundarspezialisierung von vz mit w = h(u). Sei 

A+ der durch u gegebene Bewertungsring von k(x). Nach (1.1.9) gibt es einen 

Bewertungsring A von k(x), so daf A+ C A, Oy unter der Abbildung Oy — k(z) 

nach A abgebildet wird und fur die Abbildung g: Spy A — Spv O, gilt: Die durch At 

induzierte Bewertung von A mit Trager im maximalen Ideal von A wird unter g auf 

vy abgebildet. Dann ist (A, At) ein bB von «(x), der y als Zentrum hat. Ist y eine 

Primarspezialisierung von x, so wahle w = h(vz). Man kann dann u = vz wahlen und 

dann gilt At = k(x)+. Ist y eine Sekundarspezialisierung von x, so kann man w = vy 

und damit A = k(x) wahlen. 

iii) Das Bild von Oy unter der Abbildung Oy — k(z) liegt dicht in k(x). Hieraus folgt 

die Eindeutigkeit. 

Seien f: X — Y ein Morphismus analytischer oder adischer Raume, z ein Punkt von 

X und A ein bB von x(x). Dann ist (ANk(f(x)), A+ N k(f(z))) ein bB von «(f(zx)), 

der mit f,(A) bezeichnet wird.
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Bemerkung 3.11.11. Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen analytischen oder 

adischen Raumen. 

i) Ist  € X ein Zentrum eines bB A von X, so ist f(x) ein Zentrum von fy(A). 

ii) Seien x ein Punkt von X und B ein bB von «(f(x)). Dann gibt es einen bB A 

von «(xz) mit fy(A) = B. Gilt B+ = k(f(x))+ (baw. B = k(f(zx))), so kann man A 

so wahlen, daf gilt A+ = k(x)+ (bzw. A = k(z)).. 

Proposition 3.11.12. Sei f:X — Y ein Morphismus analytischer oder adischer 

Raume, der lokal von endlichem Typ ist. Dann sind aquivalent 

a) f ist separiert. 

b) f ist quasisepariert und sind x1, +2 zwei Zentren eines bB von X mit f(21) = f(x2), 

so gilt x; = 22. 

Beweis: Seien p und q die Projektionen X xy X — X und A: X — X xy X die 

Diagonalabbildung von f. 

(a) => (b): Angenommen, es gibt einen bB A von X mit Trager x € X und zwei 

verschiedene Zentren 21,22 von A auf X mit f(r1) = f(x2). Seien U,V,W offene 

affinoide Umgebungen von 21, 22, f(z1) auf X und Y mit f(U) C W und f(V) CW. 

Nach (3.11.9) gibt es einen bB B von «(A(z)), so da8 py(B) = qo(B) = A und B ein 

Zentrum z auf U xw V hat. Aufgrund der Eindeutigkeit des Zentrums fur affinoide 

Raume gilt p(z) = x1 und q(z) = zg. Deshalb ist z ¢ A(X). Da z eine Spezialisierung 

von A(z) ist, ist A(X) nicht abgeschlossen. Widerspruch. 

(b) => (a): Wir zeigen, da8 A(X) abgeschlossen in X xy X ist. Da A adisch und 

quasikompakt ist, gentigt es zu zeigen, dai A(X) abgeschlossen gegentiber Speziali- 

sierungen in X xy X ist. Seien x ein Punkt von A(X) und z eine Spezialisierung 

von z. Nach (3.11.10 ii) gibt es einen bB A von x(x), der z als Zentrum hat. Da 

p(z) und g(z) Zentren von py(A) = qo(A) auf X mit f(p(z)) = f(¢(z)) sind, gilt 

p(z) = q(z). Seien U und W offene affinoide Teilmengen von X und Y mit p(z) € U 

und f(U) C W. Es ist z € p-1(U) Nqg"(U) = U xw U. Da p,(A) ein Zentrum auf 

U hat und die Restriktion von p auf den Teilraum A(X) (U xw U) von X xy X 

ein Isomorphismus auf U ist, hat A ein Zentrum y auf A(X) N(U xw U). Aufgrund 

der Eindeutigkeit von Zentren fiir affinoide Raume gilt z = y € A(X). 

Bemerkung 3.11.13. i) Seien f: X — Y ein Morphismus analytischer Raume, x 

ein Punkt von X und (A,v,) ein bB von «(x), so da® fy(A) ein Zentrum auf Y hat. 

Dann gilt A = A(z).
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Denn: Sei y € Y ein Zentrum von f,(A). Wir haben einen lokalen Ringhomomor- 

phismus 7: Oy,, — A. Seien U eine offene affinoide Umgebung von y in Y und s eine 

topologisch nilpotente Einheit von Oy(U). Angenommen, es sei A # k(x). Dann 

ist die Topologie von k(x) die Bewertungstopologie von A (wegen At C k(x)+). Da 

(sy) topologisch nilpotent in k(x) ist, liegt w(sy) im maximalen Ideal von A und 

somit sy im maximalen Ideal von Oy,,. Widerspruch. 

ii) Fir Morphismen analytischer Raume kann man das Bewertungskriterium fir Sepa- 

riertheit (3.11.12) auch folgendermafgen beschreiben: Sei f: X — Y ein Morphismus 

analytischer Raume, der lokal von endlichem Typ ist. f ist genau dann separiert, wenn 

f quasisepariert ist und es zu jedem kommutativen Diagramm analytischer Raume 

Spa(k, A) —> X 

g1 lf 

Spa(k, B) — Y 

héchstens einen Morphismus analytischer Raume Spa(k,B) —+ X gibt, der das 

gesamte Diagramm kommutativ macht. Dabei gilt fiir die affinoiden Ringe (k, A) 

und (k, B): k ist ein topologischer Korper, dessen Topologie sich durch eine Rang 1 

Bewertung definieren laBt, A und B sind Bewertungsringe von k mit B C A C k° und 

der Morphismus g wird durch die Identitat k - k gegeben. 

iii) Seien X ein adischer Raum, z ein Punkt von X und A ein bB von x(x). Wir 

versehen A mit der Teilraumtopologie von x(x). Dann ist (A, At) ein affinoider 

Ring. Die Pragarbe der adischen Funktionen auf X:= Spa(A, At) ist eine Garbe 

topologischer Ringe. Also ist X € (VL)top, aber im allgemeinen ist X weder ein 

’ analytischer noch ein adischer Raum. Deshalb haben wir das Bewertungskriterium 

fir Separiertheit nicht mit Hilfe von kommutativen Diagrammen in (VL)top, sondern 

mit Hilfe von Zentren von bB formuliert. 

Definition 3.11.14. Ein analytischer oder adischer Raum X heiSt separiert, wenn 

X quasisepariert ist und jeder bB von X hochstens ein Zentrum auf X hat. 

Affinoide Raume sind separiert und offene Teilraume separierter Raume sind separiert. 

Wir definieren nun separierte Morphismen analog zu quasikompakten Morphismen 

und quasiseparierten Morphismen. 

Definition 3.11.15. Ein Morphismus f: X — Y analytischer oder adischer Raume 

heiBt separiert, wenn f—!(U) separiert ist fiir jede offene separierte Teilmenge U von 

Y.
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Die folgende einfache Beobachtung und (3.11.12) zeigen, da8 die beiden Definitionen ; 

(3.11.5) und (3.11.15) tibereinstimmen, falls f: X — Y lokal von endlichem Typ ist. 

Bemerkung 3.11.16. i) Fiir einen adischen Morphismus f: X — Y zwischen analy- 

tischen oder adischen Raumen sind aquivalent 

a) f ist separiert. 
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b) f ist quasisepariert und sind x, x2 zwei Zentren eines bB von X mit f(r1) = 

f (x2), so ist x) = x2. 

ii) Ist f:X ->+ Y ein adischer Morphismus zwischen analytischen oder adischen 

Raumen und gibt es eine offene Uberdeckung { von Y, so da8 f-1(U) separiert 

ist fur jedes U € LU, so ist f separiert. 

Seien (X,Q) ein formales Schema, x ein Punkt von X und A ein Bewertungsring des 

Residuenk6rpers k(x) von Oz. Eine Spezialisierung y € X von zx heift Zentrum von 

A, wenn Oy unter der Abbildung y: Oy — k(x) nach A abgebildet wird und die Re- 

striktion ip: Oy — A ein lokaler Ringhomomorphismus ist. (Ist Z ein Definitionsideal 

von (X, 0), so bedeutet dies, da8 y ein Zentrum von A auf dem Schema (X, O/T) im 

ublichen Sinne ist.) 

Sei X = (X, Ax, Ox) ein Objekt in der Kategorie K. In (3.9) haben wir zu X einen 

adischen Raum ¢(X) und einen Morphismus in K x = rx:t(X) — X definiert. Seien | ' 

x ein Punkt von ¢(X) und A ein bB von x(x). Zu A definieren wir eine Bewertung 

(A) von Ox ,7(2) folgendermafen: Sei y die Komposition Ax x2) + Owx),2 — k(2). 

Da m ein Morphismus in K ist, gilt p(Ox,x(2)) © k(x)+ und ist die Restriktion 

: Ox (2) — k(x)t von ¢ ein lokaler Ringhomomorphismus. Durch Auszeichnung 

des Bewertungsrings A+ C k(x)+ wird k(x)+ zu einem bewerteten Bewertungsring. 

ty(A) ist definiert als die Bewertung von O X,x(x) mit Trager im maximalen Ideal von 

Ox, x(¢), 80 daB ~ zu einem lokalen Ringhomomorphismus bewerteter lokaler Ringe 

wird. 

Bemerkung 3.11.17. i) Ist B ein weiterer bB von k(x) mit At = Bt, so gilt 

Ty(A) = my(B). 

ii) Zu jeder Bewertung w von Ox,,(2) mit Trager im maximalen Ideal von O X,x(z) 

gibt es einen bB (A, vag) von «(z) mit m(A) = w und A= k(z). 

iii)-Ist X affin, so sind aquivalent . 

a) Unter der kanonischen Abbildung O,x)(t(X)) — k(x). wird On xy (H(X)) 

nach At abgebildet. 
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b) (A) hat ein Zentrum auf dem formalen Schema (X, Ox). 

Lemma 3.11.18. Seien X ein Objekt von K, A = (A;#4) ein bB von é(X) iad & 

der Trager von A. Dann gilt 

i) Ist y ein Zentrum von A auf ¢(X), so ist (y) ein Zentrum von 7,(A) auf dem 

formalen Schema (X, Ox). 

ii) Nach (i) gibt 7 eine Abbildung von der Menge der Zentren von A auf t(X) in die 

Menge der Zentren von m,(A) auf (X,Ox). Diese Abbildung ist injektiv. 

iii) Gilt A = k(x), so ist die Abbildung aus (ii) surjektiv. 

iv) Seien Y ein weiteres Objekt von K, f:X -—+ Y ein Morphismus in K und 

g: (X, Ox) — (Y, Oy) der durch f induzierte Morphismus formaler Schemata. Dann 

gilt go((7x)o(A)) = (wy )o(t(f)o(A))- 

Beweis: i) Sei y ein Zentrum von A auf ¢(X). Wir betrachen das kommutative 

Diagramm 

+ a 

Oi(x)y — OX,m(u) 
Bl JA 

+ 

O1(x)2 Go OX ma) 
1! 

k(x)* 
U 

At 

Wir verwenden (1.5.2). Da y ein Zentrum von A ist, ist (70 BOX ) C At und 

die Restriktion + 0 : OXx) yo At lokal. Da @ lokal ist, erhalten wir 

(1) Es ist (yo Boa)(Ox ayy) C At, und der Ringhomomorphismus 

yo Boa: Ox gy —> At — ist lokal. 

Sei B:= {a € Ox »(z) | to(A)(a) > 0} und seien n und m die maximalen Ideale von 

Bund At. Nach Konstruktion von my(A) gilt 

(2) B= (yopu)~1(At) und n= (yo #)71(m). 
Aus (1) und (2) folgt, da® A(Ox sy) G B und der Ringhomomorphismus 

A: OX, x(y) > B lokal ist. Dies bedeutet gerade, da® y ein Zentrum von m,(A) auf 

dem formalen Schema (X, Ox) ist. 

ii) Seien 1, y2 zwei Zentren von A auf i(X) mit (yi) = (yz). Sei U eine offene
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affine Umgebung von w(yi) in X. Dann ist r—1(U) eine offene affinoide Teilmenge 

von t(X), die x, y1, y2 enthalt. Nach (3.11.9) gilt yy = yo. 

iii) Sei z el Zentrum von ,(A) auf (X, Ox). Wir wahlen eine offene affine Umgebung 

U von z auf X. Dann ist V:= 1~!(U) affinoid mit 2 € V. Sei yp: Oyx)(V) — k(z) die 

kanonische Abbildung. Nach (3.11.17 iti) gilt (OK x)(V)) C At. Wegen A = k(x) 

folgt aus (3.11.9), da8 A ein Zentrum y auf V hat. Nach (i) ist (y) ein Zentrum von 

@y(A) auf (X,Ox). Da U affin und r(y),z € U, gilt z = r(y). 

iv) Nachrechnen, ahnlich wie im Beweis von (i). 

Korollar 3.11.19. Sei X ein Objekt von XK. Dann gilt 

i) Sei x ein Punkt von ¢(X). ‘Unter der Abbildung 7:t(X) — X wird die Menge 

der Sekundarspezialisierungen von x in ¢(X) surjektiv abgebildet auf die Menge der 

Spezialisierungen von a(x) in X. 

ii) Die Abbildung m:t(X) — X ist abgeschlossen. (Da a surjektiv ist ((3.9.16)), ist 

identifizierend.) 

Beweis: i) folgt aus (3.11.10 i), (3.11.17 ii) und (3.11.18 iii). 

ii) Ohne Einschrankung ist X affin. Fur jedes f € Ox(X) gilt r-}(D(f)) = R(}). 

Deshalb ist « spektral. Aus (i) folgt, da8 a abgeschlossen ist. 

Proposition 3.11.20. i) Sei X ein Objekt von K. Der adische Raum t(X) ist genau 

dann separiert, wenn das formale Schema (X,Ox) separiert ist. 

ii) Sei f: X —> Y ein Morphismus in K, so da8 der zugehérige Morphismus forma- 

ler Schemata f:(X, Ox) — (Y,Oy) adisch ist. Der Morphismus adischer Raume 

i(f):t(X) — t(Y) ist genau dann separiert, wenn der Morphismus formaler Schemata 

f:(X,Ox) — (Y, Oy) separiert ist. 

Beweis: i) X und t(X) sind quasisepariert. Aus (3.9.16), (3.11.17 ii) und (3.11.18 iii) 

folgt, dab (X, Ox) separiert ist, wenn ¢(X) separiert ist. Aus (3.11.18 ii) folgt, da 

i(X) separiert ist, wenn (X, Ox) separiert ist. 

ii) Der Morphismus ¢(f) ist adisch. Deshalb ist ohne Einschrankung Y affin. Die 

Behauptung folgt dann aus (i). 

Proposition 3.11.21. Sei & ein vollstandiger topologischer Kérper, dessen Topolo- 

gie sich durch eine Rang 1 Bewertung definieren laBt. Sei f: X —+ Y ein Morphis- 

mus analytischer &-Varietaten. Wir betrachten den Morphismus analytischer Raume 

r(f):r(X) > r(Y). Es gilt 

i) f ist genau dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn r(f) eine abgeschlossene
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Einbettung ist. 

ii) f ist genau dann separiert, wenn r(f) separiert ist. - 

Beweis: i) Sei U eine zulassige offene affinoide Teilmenge von Y. Dann ist t(U) eine 

offene affinoide Teilmenge von r(Y). Nach (3.4.15) gilt ¢(f-1(U)) = r(f)-1(¢(U)). 

Weiterhin gilt Ox(U) = O,(x)(t(U)) und Oy(f-1(U)) = Onyy(t(f-1(0)). 

Sei f eine abgeschlossene Einbettung. Dann ist f-1(U) affinoid und damit auch 

t(f-1(U)). Der Ringhomomorphismus Ox(U) — Oy(f-1(U)) ist eine Quotienten- 

abbildung. Nach [BGR], 6.3.4 Prop. 1 ist Oy(f-!(U))° der ganze Abschlu8 von 

Ox(U)° in Oy(f-1(U)). Deshalb ist r(f) eine abgeschlossene Einbettung. - 

Sei nun r(f) eine abgeschlossene Einbettung. Dann ist r(f)—1(¢(U)) affinoid. Nach 

(3.4.21) ist f~!(U) affinoid. Da O,(x)(t(U)) > O,yy(r(f)-1(4(U))) eine Quotien- 

tenabbildung ist, ist f eine abgeschlossene Einbettung. 

ii) Da der Funktor r mit Faserprodukten vertauscht, folgt (ii) aus (i). 

Bemerkung 3.11.22. Seien Y ein Schema, S ein analytischer oder adischer Raum 

und g:S — Y ein Morphismus lokal geringter Raume. Seien U,V Schemata lokal 

von endlichem Typ tber Y und h:U -— V ein Y-Morphismus. Wir betrachten den 

Morphismus his):U xy S > V xy S. Es gilt: . 

i) Ist h eine abgeschlossene Einbettung, so ist auch his) eine abgeschlossene Kinbet- 

tung. 

ii) Aus (i) folgt: Ist h separiert, so ist auch his) separiert. 

iii) Ist h nicht separiert, so ist, selbst wenn A quasisepariert ist, hygy im allgemeinen 

nicht quasisepariert. 

Proposition 3.11.23. Seien f: X — Y ein separierter Morphismus zwischen analy- 

tischen oder adischen Raumen und x ein Punkt von X, so da® k(f(a)) dicht in k(x) 

liegt. Seien u und v zwei Sekundarspezialisierungen von 2 in X mit f(u) = f(v). 

Dann gilt u = v. 

Beweis: Seien A und B zwei bB von x(x), die u und v als Zentren haben. Nach 

(3.11.10 iii) gilt f(A) = fo(B). Da k(f(x)) dicht in k(x) liegt, folgt A = B. Sei W 

eine offene affinoide Umgebung von f(u) in Y. Die Punkte 2, u,v liegen in f-!(W). 

Da f -1(W) separiert ist, erhalten wir u = v. . 

Proposition 3.11.24. i) Fir jeden Punkt z eines separierten adischen Raums X ist 

die Menge der Primarspezialisierungen von z eine Kette. 

ii) Sei f: X — Y ein separierter Morphismus adischer Raume. Ist ftir jeden Punkt



247 

von Y die Menge der Prim§arspezialisierungen eine Kette, so ist auch fur jeden Punkt 

von X die Menge der Primarspezialisierungen eine Kette. 

Beweis: i) Seien y1,y2 zwei Primarspezialisierungen von z. Nach (3.11.10) gibt es 

bB (Aj, k(x)+) und (Ag, k(x)+) von «(x), die y; und yz als Zentren haben. Es ist 
Ay © Ag oder Az € Ay. Sei etwa A; C Ag. Sei U eine offene affinoide Umgebung 

von yi. Nach (3.11.9) hat (Az, k(x)+) ein Zentrum z auf U. Da X separiert ist, ist 
z = yg. Wir haben also z,y1,y2 € U. Da (3.11.24 i) fir affinoide Raume X gilt, ist 

(3.11.24 i) bewiesen. 7 

ii) Seien x, und x2 Primarspezialisierungen eines Punktes x von X. Dann sind 
f(z1) und f(z) Primarspezialisierungen von f(z). Nach Voraussetzung ist f (21) 

eine Spezialisierung von f(x2) oder f(x2) eine Spezialisierung von f(21). Sei etwa 

f (x2) eine Spezialisierung von f(21). Sei U eine offene affinoide Umgebung von f(z2). 

Dann liegen 2; und 22 in f~1(U) und nach (i) ist x1 eine Primarspezialisierung von 

zz oder x2 eine Primarspezialisierung von 2}. 

Beispiel 3.11.25. i) Sei X ein quasisepariertes Schema. Genau dann ist fiir jeden 

Punkt x des adischen Raumes X xgpecz Spa(Z, Z) die Menge der Primarspezialisie- 

rungen von z eine Kette, wenn X separiert ist. 

ii) Sei X ein Objekt von K. Die Menge der Primarspezialisierungen eines jeden 

Punktes eines affinoiden adischen Raums ist eine Kette. Deshalb folgt aus (3.9.21 i), 

da fur jeden Punkt z von ¢(X) die Menge der Primarspezialisierungen von x eine 

Kette ist. . 

Ist also das formale Schema (X, Ox) nicht separiert, so ist ¢(X) ein adischer Raum, 

der nicht separiert ist, fiir den aber die Menge die Primarspezialisierungen eines jeden 

Punktes eine Kette ist. 

Proposition 3.11.26. Fir einen quasikompakten quasiseparierten adischen Raum 

X sind aquivalent 

a) Zu jedem Tripel (, u,v) von Punkten von X, wobei u eine Primarspezialisierung 

von « und v eine beliebige Spezialisierung von z ist, gibt es eine offene affionide Teil- 

menge von X, die alle drei Punkte z, u,v enthalt. 

b) Fur jedes Tripel (z, u,v) von Punkten von X, wobei u eine Primarspezialisierung 

von x und v eine Primarspezialisierung oder Sekundarspezialisierung von z ist, gibt 

es eine offene affinoide Teilmenge von X , die alle drei Punkte 2, u,v enthalt. 

c) Fiir jeden Punkt x von X ist die Menge der Primarspezialisierungen von x eine      
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Kette und ftir jedes Tripel (z, u,v) von Punkten von X, so daf u eine Primarspezia- 

lisierung von z und v eine Sekundarspezialisierung von z ist, gibt es einen Punkt y 

von X, so da u eine Sekundargeneralisierung von y und v eine Primargeneralisierung 

von y ist. 

d) Jeder Punkt von X, der keine echte Primarspezialisierung hat, hat ein Fun- 

damentalsystem von offenen affinoiden Umgebungen, die abgeschlossen gegeniiber 

Primarspezialisierungen sind. 

e) Jeder abgeschlossene Punkt von X hat ein Fundamentalsystem von Umgebungen, 

die abgeschlossen gegentiber Primarspezialisierungen sind. 

f) Jeder Punkt von X hat eine offene affinoide Umgebung, die abgeschlossen gegeniiber 

Primarspezialisierungen ist. 

Beweis: (b) ==> (c): folgt aus (1.1.12) und (1.1.15 i). 

(c) ==> (d): Aus dem nachfolgenden Lemma (3.11.29) folgt, daB es eine Topologie 

T auf X gibt, so dai (X,7) ein spektraler Raum ist, der dieselben konstruierbaren 

Teilmengen wie X hat und dessen Spezialisierungen die Primarspezialisierungen von 

X sind (vgl. Beweis von (1.4.6)). Aus (3.6.3 i und ii) und den Uberlegungen aus dem 

Beweis von (1.4.7) folgt (c). 

(e) => (f): Sei ein Punkt x von X gegeben. Sei z ein abgeschlossener Punkt von 

X, der eine Spezialisierung von x ist. Indem wir (3.6.3 i und ii) auf eine offene 

affinoide Umgebung von z anwenden und die Voraussetzung (e) benutzen, erhalten 

wir, da z eine offene affinoide Umgebung U besitzt, die abgeschlossen gegeniiber 

Primarspezialisierungen ist. Es ist z € U. 

(f) => (a): Sei (z, u,v) ein Tripel wie in (a). Nach Voraussetzung gibt es eine offene 

affinoide Umgebung H von v, die abgeschlossen gegenuber Primarspezialisierungen 

ist. Dann gilt {z,u,v} C H. . 

Beispiel 3.11.27. i) Fir einen affinoiden adischen Raum gelten die dquivalenten 

Bedingungen aus (3.11.26), aber schon fir offene quasikompakte Teilraume von affi- 

noiden adischen Raumen gelten sie im allgemeinen nicht. 

ii) Ist X ein Objekt der Kategorie KX, so erfillt der adische Raum t(X) die Bedingung 

(3.11.26 f). 

iii) Im nachsten Paragraphen werden wir eigentliche Morphismen adischer Raume 

studieren. Aber schon hier notieren wir die folgende Beobachtung: Sei f: X — Y ein 

eigentlicher Morphismus adischer Raume. Hat Y die Eigenschaft (3.11.26 a), so auch 

Xx.
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Beweis: ii) Ist U eine offene affine Teilmenge von X, so ist 7y'(U) affinoid und 

abgeschlossen gegentiber Primarspezialisierungen (nach (3.9.21)). 

iii) Sei (z, u,v) ein Tripel wie in (3.11.26 a). Nach (3.11.10) gibt es bB A und B von 

k(x), die u und v als Zentrum haben und so daf At = k(x)+. Dann gilt B+ C A 

und B+ ¢C B und deshalb ist C:= (AN B, Bt) ein bB von x(x): Sei U eine offene 

affinoide Teilmenge von Y mit {f(x), f(u); f(v)} C U. Dann haben f,(A) und f,(B) 

ein Zentrum auf U. Aus (3.11.9) folgt, da8 auch f,(C’) ein Zentrum z auf U hat. 

Nach (3.12.2) hat C ein Zentrum y auf X mit z = f(y). Sei V eine offene affinoide 

Umgebung von y in f-1(U). Nach (3.11.9) haben A und B ein Zentrum wu! und v! auf 

V. Da f-1(U) separiert ist, gilt u = u! und v = v'!. Wir haben also {z,u,v} C V. 

Bemerkung 3.11.28. Sei X ein quasikompakter quasiseparierter adischer Raum, 

der die Bedingungen aus (3.11.26) erfiillt. Sei S die Menge aller Punkte von X, die 

keine echte Primarspezialisierung haben. Dann gilt nach (1.3.1) 

a) Jeder Punkt + von X hat genau eine Primarspezialisierung y, die in S liegt. Durch 

g++ y erhalt man eine Retraktion r: X —- S. 

b) Versieht man S mit der Teilraumtopologie von X, so sind S ein spektraler Raum 

und r eine spektrale Abbildung. 

Lemma 3.11.29. Sei X ein affinoider adischer Raum. Es gibt genau eine Topologie 

T auf X, so da8 (X,7) ein spektraler Raum ist, der dieselben konstruierbaren Mengen 

wie X hat und dessen Spezialisierungen die Primarspezialiserungen von X sind. 

Beweis: Sei X = Spa A, A ein affinoider Ring. Es gilt 

(1) Seien a,b € A und w € X gegeben mit w(a) > w(b). Dann gibt es ein Element s 

von A und eine endliche Teilmenge L von A, so da8 L- A offen ist und w €-{v € X | 

v(l) > v(s) far jedes Ee L} C {v € X | v(a) > v(b)}. 

Denn: Sei H eine endliche Teilmenge von A°, so daB H - A offen ist. Fiir jedes h € H 

ist w(h) kofinal in (T'w)oo, also gibt es ein n € N, so da w(h) > w(6) fir jedes h € H”. 

Fir L:= H® U {a} und s:= 6 gilt (1). : 

Sei T die Topologie von X, die von den Mengen {v € X | v(l) > v(s) # oo fiir 

jedes 1 € L} und {v € X | v(l) > v(s) far jedes 1 € L} erzeugt wird, wobei s ein 

Element von A und L eine endliche Teilmenge von A ist, so da8 L- A offen ist. Nach 

(1.1.8) und (3.4.10) ist (X,7) ein spektraler Raum, der dieselben konstruierbaren 

Teilmengen wie X hat. Aus (1) und (1.3.3) folgt, da®B die Spezialisierungen von 

(X,7) die Primarspezialisierungen,von X sind.
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3.12. EIGENTLICHE MORPHISMEN ADISCHER RAUME 

Definition 3.12.1. Ein. Morphismus adischer Raume f:X — Y heift eigentlich, 

wenn er von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist. Dabei bedeutet 

universell abgeschlossen, daf ftir jeden adischen Morphismus adischer Raume S — Y 

die Projektion f(s):X xy S —+ S abgeschlossen ist. 

Proposition 3.12.2. Fur einen Morphismus adischer Raume f:X — Y sind 

aquivalent 

a) f ist eigentlich. 

b)f ist von endlichem Typ und quasisepariert und sind A ein bB von X und y ein 

Zentrum von f(A) auf Y, so gibt es genau ein Zentrum z von A auf X mit y = f(z). 

Bemerkung. Da wir einem bB im allgemeinen keinen adischen Raum zuordnen 

k6énnen, kénnen wir das Bewertungskriterium fir Eigentlichkeit (3.12.2) nicht entspre- 

chend wie in der algebraischen Geometrie formulieren. Auch der Beweis ist in unserer 

Situation aufwendiger als in der algebraischen Geometrie. Wir missen namlich die 

zu [EGA], I. 5.6.3. analoge Aussage gleich mitbeweisen (siehe Korollar (3.12.3)). 

Beweis: (a) ==> (b): Ohne Einschrankung ist Y affinoid. Seien z ein Punkt von 

X und A = (A,va) ein bB von x(x), so daf fy(A) ein Zentrum auf Y hat. Nach 

(3.11.12) und der Eindeutigkeitsaussage von (3.11.9). ist zu zeigen, dai A ein Zen- 

trum auf X hat. Angenommen, A hat kein Zentrum auf X. Wir fuhren dies zu einem 

Widerspruch. 

Seien {X1,...,Xn} eine offene affinoide Uberdeckung von X. Ohne Einschrankung 

ist c € X1,...,Xm und ¢ ¢ Xm41,..., Xn. Wir versehen A mit der Teilraumtopolo- 

gie von k(x). Mit — deuten wir an, da% wir einen Ring mit der diskreten Topologie 

versehen. Seien Y der adische Raum zu dem affinoiden Ring (Oy(Y)-, OF(Y)), Xi 

der adische Raum zu dem affinoiden Ring (Ox(Xi)-,Of$(Xi))(i = 1,...,n) und 

S der adische Raum zu dem affinoiden Ring (A, A+). Der Morphismus f indu- 

ziert einen Ringhomomorphismus y: (Oy(Y)-, Of(Y)) > (Ox(Xi)-, O#(%)). Da 

fo(A) ein Zentrum auf Y hat, haben wir nach (3.11.9) einen Ringhomomorphismus 

b: (Oy(Y)-, OF (Y)) — (A, At). Sei 

. R; — X; 

(*) gl 4 

S—Y
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das kartesische Diagramm zu Spa(y) und Spa() in der Kategorie der adischen 
Raume. Fir i € {1,...,m} sei r; € R; das Bild des abgeschlossenen Punktes 

von Spax(z) unter dem Morphismus Spax«(x) —> R;, der durch die kanonischen 

Ringhomomorphismen (Ox(X;)-,O}(Xi)) —- «(x) und (A, At) + x(x) induziert 
wird. Der Bewertungsring k(x)+ von k(x) = Quot(A) definiert einen Punkt r von 
S, ebenso gibt die Bewertung v4 von A einen Punkt s von S. Wir haben r > s und 

r= gi(ri). Fir jedes 7 € {1,...,m} gilt 

(1) Es gibt keine Spezialisierung s; von r; auf Rj mit s = CACHE 

Denn: Angenommen, es gibt solch eine Spezialisierung s;. Wir betrachten das kom- 

mutative Diagramm 

Ox(Xi)- OF(X;i) 

! ol 

kr) On, Ob, ,, 

v1 Toa 7A 

kr) Ose > OF = 

Man kann kanonisch identifizieren: k(r) = k(x), k(r;) = k(x),y = Identitat von 
k(x),Os5,5 = A, 0%, = At+,6 = Inklusion von A nach k(z). 

Da die Bilder A und At von Og. und 03. in k(r;) Bewertungsringe von k(r;) sind 

und da die Ringhomomorphismen @ und lokal sind, erhalten wir G(Or,,s;) = A und 

B(OR,.»,) = A+. Fiir den kanonischen Ringhomomorphismus pu: Ox(X;) > k(x) gilt 

dann p(Ox(X;)) ¢ A und p(O}(X;)) C At. Nach (3.11.9) hat A ein Zentrum auf 

X;. Widerspruch. Damit ist (1) gezeigt. | | 

(2) Zu jedem ¢ € {1,...,m} gibt es Ringe D; und D}, fir die gilt 

a) BOv(Y)) € Bic A, MOY) DFC ALDI CD. 
b) Dj ist endlich erzeugt iiber Oy(Y) und D+} ist endlich erzeugt tiber OF(Y). 

c) Wir zerlegen das kartesische Diagramm (*) in zwei kartesische Diagramme 

in der Kategorie der adischen Raume 

Rj Boy Rp, —+ X; 

(#*) . gi | | gp; Lo 

S—» Sp,—-Y¥, 
QD; 
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- wobei S'p, der adische Raum zu dem diskreten affinoiden Ring (Di, (DF ) 

ist: Dann gilt: Es gibt keiie Bpezialigicruig 2 ¥oti Bai) ii Rp, thit 

ap,(s) = 9p,(z). 
Denn: Sei ein i € {1,...,m} fixiert. Sei M die Menge aller Paare von Ringen 

D = (D, D+), die (a) und (b) erfiillen. Fir D, E € M setzen wir D > E, wenn D > E 
und D+ D> E+. Fir jedes D € M haben ein zu (**) entsprechendes kommutatives 

Diagramm mit einem adischen Raum Rp = Xi xy Spa D und Morphismen gp: Rp — 

SpaD,ap:S — SpaD und Bp: Rj — Rp. Fiir jedes Paar D,E von Elementen 

von M mit & > D haben wir kanonische Morphismen apg:SpaE — SpaD und 

Bp ge: Rp ~ Rp. Der Raum S zusammen mit den Morphismen ap ist der projektive 

Limes des projektiven Systems (Spa D,apg | D,E € M), ebenso ist R; zusammen 

mit den Morphismen fp der projektive Limes des projektiven Systems (Rp, Goze | 

D,E € M). Deshalb ist g>'(s) = lim gp" (ap(s)) und {r;} = lim {Bp(ri)}.- Mit (1) 

erhalten wir 

7 (8) 9 {ri} = lim(gp"(av(s)) 1 {Bp(ri)}) 

Da Ip (ap(s)) n {Bp(ri)} prokonstruierbar in Rp ist und die Morphismen fpg 

spektral sind, gibt es ein D € M mit gp'(ap(s)) N {Bp(ri)} = 0. Damit ist (2) 

gezeigt. 

Wir wahlen ein Element (D,H) von M, so da® (D,H) > (Dj, Df): = D, fir i = 

1,...,m. Seien E und F endliche Erzeugendensysteme von D und H iiber Oy(Y) 

und O}(Y). Wir betrachten den adischen Ringhomomorphismus affinoider Ringe 

p:(Oy(Y), OF(Y)) — (A, At). Seien C ein Definitionsring von Oy(Y) mit C C 

OF(Y) und I eine endliche Teilmenge von C, so daf I -C ein Definitionsideal von 

C ist. Wir wahlen ein k € N, so daB Jk. E C A+. Den Ring D versehen wir mit 

der Gruppentopologie, so daf {J" -C[F U J* - E] | n € N} ein Fundamentalsystem 

von Nullumgebungen ist. Dadurch wird D zu einem f-adischen Ring. Wir setzen 

Dt+:= H{I*. Ele C D. Dann ist 

D: = (D, D*) 

ein affinoider Ring. (Denn: Da C[FU J*. E] C Dt, ist D+ offen. Der Ring- 

homomorphismus : Oy(Y) — D ist adisch. Deshalb ist b(Oy(Y)°) © D», ins- 

besondere b(Oe(Y )) ¢ Dl. Da FUIF.E © C[FUIF. E] © D®, erhalten wir 

HUI. BE] = OF(Y)[FIUF - E] ¢ De.) Sei
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o:(Oy(¥), OF(Y)) + D 
det diireti  indudiette adische Ringhomomorphismus affinoider Ringe. Die Ver- 

volistandigung 6:(Oy(Y),Of(Y)) D ist. topologisch von endlichem Typ (siehe 

Seite 73). 

Der f-adische Ring D hat einen noetherschen Definitionsring (denn ftir jeden Defini- 

tionsring B von Oy(Y) ist B[F U J* - E] ein Definitionsring von D). Deshalb haben 

wir einen adischen Raum V zu dem affinoiden Ring D. Sei 

ux 
(* * *) hl | 

yoy 

das kartesische Diagramm in der Kategorie (VL)top zu den Morphismen f und Spa (o). 

Der Bewertungsring k(x)+ von k(x) = Quot (A) und die Bewertung v4 von A definie- 

ren zwei Punkte p und q von Spa(A, At). Seien y € V und z € V die Bilder von p und 

g unter der Abbildung Spa(A, At) — V, die durch die stetige Inklusion D ~+ (A, At) 

induziert wird. Sei 71: Spa (x) — X der kanonische Morphismus in (VL)top. Die ste- 

tige Inklusion D <+ «(x) definiert einen Morphismus in (VL)top 72: Spax(x) > V. 

Die beiden Morphismen 7; und 72 induzieren einen Morphismus rT: Spax(z) > U. Sie 

u € U das Bild des abgeschlossenen Punktes von Spa «(x) unter 7. Es gilt 

(3) Es gibt keine Spezialisierung v von u in U mit h(v) = z. 

Da h(u) = y und z eine Spezialisierung von y ist, ist (3) ein Widerspruch zu unserer 

Voraussetzung, da f universell abgeschlossen ist. Damit ist die Richtung (a) => (b) 

aus (3.12.2) gezeigt. | | | 

Begrindung von (3): Angenommen, es gibt eine Spezialisierung v von u mit A(v) = Z, 

Sei i ein Element von {1,...,n} mit I(v) € X;. Da U(u) = 2, ist x € X; und somit 

2€{l,...,m}. Da (D, H) > D;, haben wir eine stetige Inklusion D; C D (Dj tragt 

die diskrete Topologie) und somit einen Morphismus adischer Raume d: V + Sp,. Aus 

(+*) und (* « «) erhalten wir das folgende kommutative Diagramm adischer Raume



Ay Xi 

| /'\ 

I“"(X;) Ro, 

! 9p; 

h| Y— Y 

7 7 

V 7 Sp, 

Da Rp, = Xi xy Sp,, gibt es einen Morphismus t:[~1(X;) — Rp,, der das obige 

Diagramm kommutativ erganzt. Es ist d(z) = ap,(s) und t(u) = Bp,(ri). Deshalb 

ist t(v) eine Spezialisierung von Bp,(rj) mit ap,(s) = gp,(t(v)), im Widerspruch zu 

(2 c). 

(b) => (a): Nach (3.11.12) ist f separiert. Seien S ein adischer Raum, g: S — Y ein 

adischer Morphismus und 

RX 

q lf 

S—Y 
9 

das Faserprodukt zu f und g. Sei T eine abgeschlossene Teilmenge von R. Zu zeigen 

ist, daB q(T) abgeschlossen in S ist. Da q adisch und quasikompakt ist, geniigt es zu 

zeigen, da q(T) abgeschlossen gegentiber Spezialisierungen ist. Seien ¢ ein Element 

von T und s eine Spezialisierung von q(t) in S. Nach (3.11.10 ii) gibt es einen bB A 

von «(q(t)), der s als Zentrum hat. Wir wahlen ein bB B von x(t) mit qo(B) = A. 

Der bB fv(pu(B)) von Y hat das Zentrum g(s). Nach Voraussetzung hat dann p,(B) 

ein Zentrum r auf X mit f(r) = g(s). Seien U,V,W offene affinoide Umgebungen 

von r,s, g(s) in X,S,Y mit f(U) C W und g(V) C W. Da p(t) € U und q(t) € V, ist 

teUxwV CX xy S. Nach (3.11.9) hat Bein Zentrum z auf U xw V. Es ist q(z) 

ein Zentrum von qo(B) = A auf V. Aus (3.11.9) folgt s = g(z). Da T abgeschlossen 

und ¢ € T ist, ist ze T. 

Aus dem Beweis von (3.12.2) ergibt sich 

Korollar 3.12.3. Sei f: X — Y ein Morphismus adischer Raume, der von endlichem 

Typ und separiert ist. Ist fiir jeden Morphismus adischer Raume S —> Y, der von 

endlichem Typ ist, die Projektion f(s): X xy S — S abgeschlossen, so ist f eigentlich.
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Korollar 3.12.4. Seien f: X -—» Y ein eigentlicher Morphismus adischer Raume und 

x ein Punkt von X. Zu jeder Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) 

y von f(z) in Y gibt es eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) z 

von tin X mit y = f(z). 

Beweis: Sei eine Primarspezialisierung (bzw. Sekundarspezialisierung) y von f(z) 

gegeben. Nach (3.11.10 ii) gibt es einen bB A von «(f(x)), der y als Zentrum hat 

und so da8B At = «(f(z))+ (baw. A = xK(f(zx))). Wir wahlen einen bB B von 

K(x) mit f.(B) = A und B+ = x(x) (baw. B= «(x)). Nach (3.12.2) hat B ein 

Zentrum z mit f(z) = y. Nach (3.11.10 i) ist z eine Primarspezialisierung (bzw. 

Sekundarspezialisierung) von z. 

Proposition 3.12.5. Sei f:X — Y ein Morphismus in K, so daf der zugehorige 

Morphismus formaler Schemata g:(X,Ox) — (Y,Oy) von endlichem Typ ist und 

Ay als Oy-Algebra von endlichem Typ ist. Dann sind aquivalent 

a) Der Morphismus adischer Raume t(f):¢(X) — t(Y) ist eigentlich. 

b) Der Morphismus formaler Schemata g: (X,Ox) — (Y, Oy) ist eigentlich und 

Ax ist als Ay ®o, Ox-Modul von endlichem Typ. 

Beweis: (a) ==> (b): Wir zeigen, da g eigentlich ist. Ohne Einschrankung ist Y 

affin. Nach (3.11.20 ii) ist g separiert. Sei B ein Bewertungsring von (X, Ox), so daf 

gv(B) ein Zentrum auf (Y,Oy) hat. Zu zeigen ist, da8 B ein Zentrum auf (X, Ox) 

hat. Nach (3.9.16) und (3.11.17 ii) gibt es ein z € ¢(X) und einen bB A von «(z) mit 

(tx)o(A) = Bund A = k(x). Nach (3.11.18 iv) hat (ay)o(t(f)o(A)) ein Zentrum 

auf (Y, Oy). Wegen t(f)y(A) = k(t(f)(x)), hat ¢(f)o(A) ein Zentrum auf ¢(Y) (nach 

(3.11.18 iii)). Aus (3.12.2) folgt, da8 A ein Zentrum auf (Ay) hat. Nach (3.11.18 i) 

hat B ein Zentrum auf (X, Ox). 

Der injektive Garbenmorphismus Ox — Ax faktorisiert in Ox —- Ay®o,Ox — Ax. 

Deshalb ist Ox — Ay 0, Ox injektiv. Wir versehen die Garbe Ay @o, Ox mit 

der Topologie, so da8 Ox — Ay ®o, Ox eine offene Einbettung ist. Dann ist 

Z: = (X, Ay Bo, Ox, Ox) ein Objekt von K. Wir haben kanonische Morphismen in 

Kq:X —. Z und p:Z > Y mit f = pog. Da p separiert ist, ist nach (3.11.20 ii) 

t(p) separiert. Aus t(f) = t(p) 0 t(q) folgt dann, daf t(q) eigentlich ist. DaB Ax ein 

Ay ®o, Ox-Modul von endlichem Typ ist, ergibt sich nun aus der folgenden Aussage. 

(1) Sei h: U + V ein Morphismus affinoider adischer Raume. Sei r: Oy(V) — Ou (U) 

_ der durch h induzierte Ringhomomorphismus. Es gelte: h ist eigentlich, Oy(V)
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ist noethersch, r ist offen und OF (U) C r(Oy(V))¢. Dann ist Oy(U) ein endlich 

erzeugter Oy(V )-Modul. 

Begriindung: Wir zeigen, dai Spec(r):SpecOy(U) — SpecOy(V) eigentlich ist. 

Nach (3.8.15) ist r topologisch von endlichem Typ. Da r offen ist, ist r von endlichem 

Typ (((2.3.28)). Seien p ein Primideal von Oy(U) und B ein diskreter Bewertungsring 

des Residuenkérpers k(p) von p mit | 

(2) Ur(Ov(V)) CB, 
wobei 1:Oy(U) — k(p) die kanonische Abbildung ist. Nach [EGA], II.7.3.8 ist 

zu zeigen [(Oy(U)) © B. Sei m das maximale Ideal von B. Ist das Primideal 

(Zo r)-1(m) nicht offen in Oy(V), so ist (Oy(U)) C B nach (3.1.11). Sei nun 

(1or)-1(m) offen. Dann ist die durch B gegebene Bewertung u von Oy(U) stetig. 

Wegen OF (U) C r(Oy(V))¢ und (2) ist u € U. Der Residuenkérper &(u) ist eine 

Erweiterung von k(p) mit k(u)+ ON k(p) = B. Sei A der bB (&(u)t, k(u)+) von x(x). 

Nach (2) und (3.11.9) hat hy(A) ein Zentrum auf V. Nach (3.12.2) hat A ein Zentrum 

auf U, d.h. (Oy(U)) C B. 

(b) => (a): Ohne Einschrankung ist Y affin. Der Morphismus ¢(/f) ist von endlichem 

Typ. Nach (3.11.20 ii) ist ¢(f) separiert. Seien x ein Punkt von t(X) und A 

ein bB von «(z), so daf t(f)»(A) ein Zentrum auf t(Y) hat. Nach (3.12.2) ist 

noch zu zeigen, da8 A ein Zentrum auf t(X) hat. Nach (3.11.18 i und iv) hat 

go((mx)v{A)) ein Zentrum auf (Y,Oy). Deshalb hat (a7x)»(A) ein Zentrum z auf 

(X,Ox). Sei U eine offene affine Umgebung von z auf X. Seien d und e die 

kanonischen Abbildungen Oyy)(¢(Y)) — Oyxy(x (UV)) und Oxy(rx(U)) — k(x). 

Nach (3.11.17 iii) gilt e(OXx (7x (U))) C At. Da t(f).(A) ein Zentrum auf ¢(Y) 

hat, gilt (eo d)(Oyy)(t(Y))) S A. Nach Voraussetzung ist Ouxy(rx (U)) ganz tiber 

Oxy) (U(Y)) @oy(y) Ox(U). Deshalb ist e(Oxxy(rx' (U))) C A. Damit ist gezeigt, 

dag A ein Zentrum auf 7y'(U) hat. 

Satz 3.12.6. Sei Z ein Objekt von K, so daf Az als Oz-Algebra von endlichem 

Typ ist und Z quasikompakt ist. Seien X ein adischer Raum und X — t(Z) ein 

eigentlicher Morphismus adischer Raume. Dann gibt es einen Morphismus g: Y — Z 

in K, so daf gilt 

a) Der zu g gehorige Morphismus formaler Schemata (Y, Oy) — (Z, Oz) ist eigentlich. 

b) Ay ist als Az ®o9, Oy-Modul von endlichem Typ. . 

c) X ist tiber ¢(Z) isomorph zu t(Y). 

Beweis: Mit ¢(Z) ist auch X quasikompakt und quasisepariert. Nach (3.11.27) sind 

fir X die Bedingungen aus (3.11.26) erfillt. (3.12.6) folgt nun aus (3.9.24) und
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(3.12.5). 

Korollar 3.12.7. Sei S ein lokal noethersches formales Schema. Dann ist der Funktor 

X + t(X) eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der lokal noetherschen formalen 

Schemata, die eigentlch iber S sind, und der Kategorie der adischen Raume, die 

eigentlich tiber ¢(.S) sind. 

Beweis: Nach (3.9.15 ii) ist der angegebene Funktor volltreu. Sei Y ein adischer 

Raum, der eigentlich tiber t(.S) ist.. Zu zeigen ist, daB ein lokal noethersches formales 

Schema X existiert, so da8 X eigentlich tiber S ist und t(X) tiber t(S) isomorph zu Y 

ist. Ohne Einschrankung ist S affin. Nach (3.12.6) kénnen wir annehmen Y = ¢(U), 

wobei U ein Objekt von K und f:U — S ein Morphismus in K ist, so da® Ay als Oy- 

Modul von endlichem Typ ist und der zu f gehdrige Morphismus formaler Schemata 

eigentlich ist. Sei V — U die Aufblasung von Ay. Nach (3.9.10) gilt Ay = Oy, 

d.h. V ist ein formales Schema. Y ist isomorph zu ¢(V) (nach (3.9.18 i)) und V ist 

eigentlich tiber S. 

Proposition 3.12.8. Seien Y ein Schema, S ein adischer Raum und S — Y ein 

Morphismus lokal geringter Raume. Weiterhin seien U und V zwei Schemata lokal 

von endlichem Typ tber Y und h:U — V ein eigentlicher Y-Morphismus. Dann ist 

der Morphismus adischer Raume his):U xy S — V xy S eigentlich. 

Beweis: Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen: Y = V,Y affin und S affinoid. 

Wir setzen R= U xg Y. Seien p:R > S und q:R — U die Projektionen. Zu zeigen 

ist, daB p eigentlich ist. Nach (3.11.22) ist p separiert. Aus (3.12.2) und den folgenden 

beiden Punkten (1) und (2) folgt, da8 p eigentlich ist. 

(1) p ist von endlichem Typ. 

Begriindung: Da p lokal von endlichem Typ ist, ist zu zeigen, da R quasikompakt 

ist. Fiir eine offene Teilmenge W von U, eine endliche Teilmenge F von Oy(W) und 

ein Element s von Oy(Y) setzen wir T(W, F,s) = {v € SpvW | v(f) > v(s) # oo 

fir jedes f € F}. Da T(W, F ,$) offen in SpvU ist und SpvU quasikompakt ist, folgt 

aus (1.4.2) und (1.4.3 ii): Es gibt offene affine Teilmengen Wi,...,Wn» von U und 

fir jedes 2 € {1,...,} ein endliches Erzeugendensystem F; von Oy(W;) uber Oy(Y) 
n 

und ein Element s; von Oy(Y), so daB SpvU = U T (Wi, Fi, $i). 

t=] : 

Sei L eine endliche Teilmenge von Ogs(S)°°, so daB L + Os(S) offen ist. Da S 

quasikompakt ist und vz(1) kofinal in (Ty, )oo ist fir jedes | € L und jedes x € S,
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gibt es ein k € N, so daf vz(1- s;) > 0 fiir jedes ¢ € {1,...,n}, jedes | € L* und jedes 

zeéS. Fir jedes i € {1,...,n} setzen wir Ri: = {x € q~1(W;) | vz(l- f) > 0 fiir jedes 

Le Lk und jedes f € Fj}. Dann gilt R = U R;. Aus der Konstruktion von R im 

Beweis von (3.10.5) folgt, daf jedes R; affinoid ist. Deshalb ist A quasikompakt. 

(2) Sei A ein bB von R, so da8 py(A) ein Zentrum auf S hat. Dann hat A ein Zentrum 

auf R. 

Begriindung: Sei x der Trager von A. Wir betrachten k(x) als Erweiterung von 

k(q(x)) und erhalten durch B: = AN k(q(x)) einen Bewertungsring von k(q(x)). Da 

py(A) ein Zentrum auf S hat, ist das Bild von Oy(Y) unter der von A induzierten 

Abbildung Oy (Y) — k(q(z)) in B enthalten. Da h eigentlich ist, gibt es eine offene 

affine Umgebung W von q(z) in U, so dab 

(a) s(q(z)) € B fur jedes s € Oy(W). 

Seien L eine endliche Teilmenge von O5($)°°, so da L - Og(S) offen ist, und F ein 

endliches Erzeugendensystem von Oy(W) tiber Oy(Y). Da vz(1) kofinal in (Ty, )oo 

ist fir jedes 1 € L, gibt es ein k E N, so daf vz(1- f) > 0 fiir jedes 1 € L* und jedes 

f € F. Da At C k(x)+ und somit das maximale Ideal von k(x)+ in A+ enthalten 

ist, erhalten wir 

(b) (1- f)(z) € At fur jedes 1 € L* und jedes f € F. 

Die offene Teilmenge T: = {z € q71(W) | vz(I-f) > 0 fiir jedes 1 € L* und jedes f € F} 

von £ ist affinoid und enthalt 2. Der von Os(S) und Oy(W) erzeugte Unterring von 

Or(T) ist dicht in Op(T), und der von Of(S) und {I- f |l € L*, f € F} erzeugte 

ganz abgeschlossene Unterring von Og(T) ist dicht in Of(T). Da py(A) ein Zentrum 

auf S hat, folgt aus (a) und (b): s(x) € A fiir jedes s € Or(T) und s(x) € At fir 

jedes s € OF(T). Deshalb hat A ein Zentrum auf T. 

Definition 3.12.9. i) Ein Ringhomomorphismus vollstandiger affinoider Ringe 

A — B heift endlich, wenn er topologisch von endlichem Typ ist und die Ring- 

homomorphismen A — B und At -> B+ ganz sind. 

ii) Ein Morphismus adischer Raume {:X — Y heift endlich, wenn es zu je- 

dem y € Y eine offene affinoide Umgebung U von y in Y gibt, so daB f-1(U) 

affinoid ist und der Ringhomomorphismus affinoider Ringe (Oy(U),O}(U)) — 

(Ox(f-1(U)), OF (F-1(U))) endlich ist. 

Unmittelbar aus (3.12.2) und (3.11.9) folgt, da® ein endlicher Morphismus adischer 

Raume eigentlich ist.
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Lemma 3.12.10. i) Sei (A, At) - (B, Bt) ein endlicher Ringhomomorphismus 

vollstandiger affinoider Ringe. Dann ist B ein endlich erzeugter A-Modul und die 

Topologie von B die f-adische A-Modultopologie. 

ii) Sei (A, At) ein vollstandiger affinoider Ring, so da$ A tatesch und noethersch -ist 

oder einen noetherschen Definitionsring hat, und sei B eine endliche A-Algebra. Wir 

versehen B mit der f-adischen A-Modultopologie. Sei B+ der ganze Abschlu8 von At 

in B. Dann gilt: B ist ein vollstandiger f-adischer Ring, B+ ist ein Ganzheitsring von 

B und der Ringhomomorphismus affinoider Ringe (A, At) + (B, Bt) ist topologisch 

von endlichem Typ und damit endlich. 

Beweis: i) Seien Ag und Bo Definitionsringe von At und Bt, so da® Bo topolo- 

gisch von endlichem Typ tiber Apo ist. Seien 21,...,2n Elemente von Bo, so das 

Ao{z1,.-.,2n] dicht in Bo ist. Da B+ ganz tiber A* ist, gibt es einen Ring Aj, so 

daB Ap € A; C At, A; endlich erzeugt tber Ap und 2},...,2%n ganz iber A. Wir 

setzen By,:= A,- Bo. Dann sind A, und B, Definitionsringe von A und B. Der 

Ringhornomorphismus A; — By, ist.adisch. Sei J ein Definitionsideal von Ay. Da 

Ai[21,...,2n] dicht in By ist, wird B,/IB, als A,-Algebra von den durch 2},...,2n 

gegebenen Elementen y1,...,¥n € Bi /1B, erzeugt. Da yj,...,¥n ganz uber A, sind, 

ist B,/IB, ein endlich erzeugter Ay-Modul.. Nach [B], III. 2.9 Cor. 3 (ii) folgt hier- 

aus, da B, ein endlich erzeugter A,-Modul ist. Damit ist gezeigt, da8 die Topologie 

von B die f-adische A-Modultopologie ist, wenn B ein endlich erzeugter A-Modul ist. 

Nach (2.3.28) ist B endlich erzeugt tiber A-B, und damit endlich erzeugt uber A. 

Da B ganz iber A ist, ist B ein endlich erzeugter A-Modul. 

ii) Nach (2.3.33 iti) und (2.2.16) ist B vollstandig. Es gilt 

(1) Zu jedem 6 € B und jedem offenen Unterring D von A gibt es eine Nullumgebung 

U von A, so da8 u- b ganz uber D ist fur jedes u € U. 

Denn: Sei 

b” + a,b"-14....4+ an =0 

eine ganze Gleichung von 6 tiber A. Sei U eine Nullumgebung von A, so da8 Ua; € D 

fiir jedes 7 € {1,...,n} und U2 CU. Dann ist 

(ub)” + (uay)(ub)"~! +...+ (u"an) = 0 

eine ganze Gleichung von ub uber D fir jedes u € U.  
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(2) Zu. jedem Definitionstupel (D; I ) von A gibt es eine D-Unteralgebra E von B, 

fiir die gilt: & ist ein endlich erzeugter D- Modul; £ ist offel ii B tind die Teilrauin- 

topologie von B auf E ist die J - E-adische Topologie: (Also ist & topologisch vot 

endlichem Typ tiber D.) 

Denn: Seien G und H endliche Teilmengen von J und B, so dafS J = D-G und 

B= A-H. Nach (1) gibt es ein k € N, so da8 jedes Element von G* - H ganz tiber 

D ist. Fir die von Gk. H erzeugte D-Unteralgebra E von B gilt (2). 

Nach (2) ist die Topologie auf B eine f-adische Ringtopologie. Nach (1) ist B+ offen 

in B. Da der Ringhomomorphismus A > B adisch ist, ist B+ C B°. Deshalb ist 

B+ ein Ganzheitsring von B. Aus (2) folgt, daf der Ringhomomorphismus affinoider 

Ringe (A, A+) — (B, B+) topologisch von endlichem Typ ist. 

Seien X ein adischer Raum und A eine Ox-Algebrengarbe, die als Ox-Modulgarbe 

quasikoharent und von endlichem Typ ist. Indem wir einem Morphismus f:¥Y — X 

die Menge Homg, _ Alg.(A; fxOy) zuordnen, erhalten wir einen (kontravarianten) 

Funktor von der Kategorie (VL)top/X in die Kategorie der Mengen. Wir versehen A 

mit seiner kanonischen Topologie (3.8.11). Nach (3.12.10 ii) ist dann A eine Garbe 

topologischer Ringe. Jedes Element aus Hom», _ Alg.(A; fxOy) ist automatisch ein 

stetiger Garbenmorphismus. 

Proposition 3.12.11. Dieser Funktor ist darstellbar durch einen Morphismus adi- 

scher Raume g: Z — X und einen Oy-Algebrahomomorphismus y: A — g+Oz.. Dabei 

gilt: g ist endlich, y ist ein Isomorphismus topologischer Garben und der ganze Ab- 

schlu8 von Of in A wird unter y auf g,O% abgebildet. 

Beweis: Wir kénnen annehmen: X ist affinoid, A(X) ist ein endlich erzeugter 

Ox(X)-Modul und A = A(X) ® Ox. Sei A(X)+ der ganze Abschlu8 von OF(X) 

in A(X). Wir versehen A(X) mit der f-adischen Ox(X)-Modultopologie. Nach 

(3.12.10 ii) ist (A(X), A(X)+) ein affinoider Ring, der einen noetherschen Defini- 

tionsring hat. Sei Z der adische Raum zu (A(X), A(X)+) und sei g:Z — X der 

kanonische Morphismus. Fur jede Ox-Algebragarbe F gilt Hom 9, _ Alg.(A, F) 

Hom 9,.(x)-Alg. (A(X), F(X). Deshalb haben wir einen kanonischen Ox-Algebra- 

homomorphismus y: A > 9,Oz. Jeder Ox(X)-Modulhomomorphismus A(X) + M 

von A(X) in einen topologischen Ox(X)-Modul M ist stetig. Damit folgt aus (3.2.9) 

und (3.2.10), da8 g und y den obigen Funktor darstellen. 

Nach (3.12.11 ii) ist g endlich. Durch leichtes Nachrechnen zeigt man die restlichen 

beiden Behauptungen aus (3:12.11).
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Der adische Raum Z in (3.12.11) wird mit Spa.A bezeichnet. 

Kordllat 3.12.13: Sei X ein adischet Raum. Der Funktot Aw Spa ist eine 

Aquivalenz zwischen der Kategorie der Ox-Algebrengarben, die als O 'x-Modulgarben 

von endlichem Typ und quasikoharent sind, und der Kategorie der adischen Raume, 

die éndlich tiber X sind. . 

Beweis: Da in (3.12.11) der Morphismus y immer bijektiv ist, ist der angegebene 

Funktor volltreu. Sei f: Y — X ein endlicher Morphismus adischer Raume. Zu zeigen 

ist, daB es eine Ox-Algebrengarbe A gibt, so daB A als Ox-Modulgarbe quasikoharent 

und von endlichem Typ ist und Spa A tiber X isomorph zu Y ist. Ohne Einschrankung 

kénnen wir annehmen: X und Y sind affinoid und der Ringhomorphismus affinoider 

Ringe (Ox(X), O£(X)) — (Oy(Y), OF(Y)) ist endlich. Sei A: = Oy(Y)@Ox. Nach 

(3.12.10) und dem Beweis von (3.12.11) ist A eine Garbe der gewiinschten Art und 

Spa.A X-isomorph zu Y. 

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist der Koharenzsatz far eigentliche Morphismen 

adischer Raume. 

Satz 3.12.13. Sei Y ein affinoider adischer Raum mit der Eigenschaft, da8 Oy(Y) 

endlich erzeugt ist iber einem noetherschen Definitionsring von Oy(Y), sei f:X — Y 

. ein eigentlicher Morphismus adischer Raume und sei F ein koharenter Ox-Modul. 

_ Dann ist fiir jedes p € No der Oy-Modul RPf,F koharent mit (RPf,F)(Y) = 

HP(X,F). 

(3.12.13) kann man verallgemeinern zu dem folgenden Satz. 

Satz 3.12.14. Die Situation sei wie in (3.12.13). Weiterhin sei 7 eine koharente Ideal- 

garbe auf Y. Wir betrachten die Garbe ep I"F auf X als Modul tiber der Ringgarbe 

n€No 

€B 7" auf Y. Fiir jedes p € No ist dann H»(X, DB J"F) = GD H?(X, I"F) 
n€ENo n€No n€No 

ein endlich erzeugter Modul tiber dem Ring (B I*V(Y) = eB J(Y)" und es gilt 

n€No nENo 

RP f.( CB IF) = H?(X, B IF) @ Oy. 
n&ENo n€No 

(3.12.13) ist der Spezialfall von (3.12.14) mit 7 = 0. (3.12.14) gilt entsprechend 

auch fiir mehrere koharente Idealgarben. Beweisen werden wir (3.12.14) erst im 

ubernachsten Abschnitt.
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Fir einen adischen Raum X betrachten wir die Eigenschaft 

(+) Jeder Punkt von X hat eine offene affinoide Umgebung U, so da’ Ox(U) endlich 

erzeugt ist uber einem noetherschen Definitionsring von Ox(U). 

Ist f:X — Y ein Morphismus adischer Raume, der lokal von endlichem Typ ist, und 

erfiillt Y die Eigenschaft (*), so erfiillt auch X die Eigenschaft (*). Um im folgenden 

(3.12.14) anwenden zu kénnen, setzen wir ab jetzt fiir diesen Paragraphen voraus, 

da alle auftretenden adischen Raume die Eigenschaft (*) erfillen. 

Proposition 3.12.15. Seien f: X — Y ein eigentlicher Morphismus adischer Raume 

und ¥ ein koharenter Ox-Modul. Wir versehen F mit seiner kanonischen Topologie 

(3.8.11) und haben damit auch eine Topologie auf f,7. Nach (3.12.13) ist fsF ein 

koharenter Oy-Modul und wir erhalten somit erneut gema® (3.8.11) eine Topologie 

auf f,7. Diese beiden Topologien auf f,F stimmen tberein. 

(3.12.15) wird sich als Korollar aus den Beweisen in Abschnitt (3.14) ergeben. Wie 

im Beweis von [EGA], II. 4.1.7 kann man aus (3.12.14) folgern 

Proposition 3.12.16. Die Situation sei wie in (3.12.14). Dann ist fiir jedes p € No die 

J(Y )-adische Vervollstandigung des Oy(Y )-Moduls H?(X, F) kanonisch isomorph zu 

dem projektiven Limes lim H?(X,F/7"F). 
n 

Sel 

R—-+X 

ul Jf 

S—Y 
g 

ein kartesisches Diagramm adischer Raume, wobei f eigentlich und g adisch ist. Sei 

F eine koharente Garbe auf X. Wir nehmen an, daf S und Y affinoid sind und der 

Ringhomomorphismus Oy(Y) — Os(5S) flach ist. Fur jedes p € No haben wir den 

Basiswechselmorphismus 

pig* R? f.(F) > RPus(v*F). 

In der algebraischen Geometrie ist in der entsprechenden Situation y ein Isornorphis- 

mus (aus trivialen Grinden). Ich weif nicht, ob bei uns hier y immer ein Isomorphis- 

mus ist. Sind S und Y geometrische Raume tber einem diskret Rang | bewerteten 
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volistandigen Kérper, so folgt aus einem Ergebnis von Raynaud ([Me]), da8 y ein 

Isomorphismus ist. In (3.14) werden wir folgenden einfachen Fall zeigen. 

Proposition 3.12.17. Ist Os(S) adisch, so ist y ein Isomorphismus. 

Sei f:.X — Y ein Morphismus adischer Raume. Sei J der Kern des Garbenmorphis- 

mus Oy — fxOx. Ist f abgeschlossen, so gilt f(X) = V(Z):= {y € Y | Z, # Oy}. 
Ist f eigentlich, so ist Z koharent und deshlab gibt es fiir jede offene affinoide Teil- 

menge U von Y Schnitte a1,...,an € Oy(U) mit f(X)NU = {2 EU | a(x) =...= 
Gn(x) = O}. 

sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus adischer Raume. Da f,Ox ein koharenter 

Oy-Modul ist, haben wir den adischen Raum Z:= Spa f,Ox tiber Y. Sei hh: Z > Y 

der Strukturmorphismus. Aufgrund der universellen Eigenschaft von Spa f+Ox indu- 

ziert die Identitat f,Ox — f,Ox einen Morphismus g:X — Z, so da8B kommutiert 

xX ‘1,7= Spa fxOx 

(*) fN Hh 
4 

Der Morphismus A ist endlich und der Morphismus g ist eigentlich. Der Garbenmor- 

phismus y: Oz — 9,0 x ist bijektiv, denn: Sei U eine offene affinoide Teilmenge von 

Y. Es gilt P(h-1(U), Oz) = T'(f-1(U), Ox) = P(h-1(U), gh Ox). Da h-1(U) affinoid 

und gxOx koharent ist, ist » | h-!(U) bijektiv. 

Das Diagramm (*) ist die Steinfaktorisierung von f, denn es gilt 

Proposition 3.12.18. Sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus adischer Raume, 

so daf der Garbenmorphismus Oy — f,Ox bijektiv ist. Dann ist f surjektiv und fir 

jedes y € Y die adische Faser Xy zusammenhangend. 

Beweis: Ist y ein analytischer Punkt, so ist Xy zusammenhangend nach (3.13.21). Sei 

nun y ein nichtanalytischer Punkt. Der nachfolgende Beweis fiir den Zusammenhang 

von Xy verlauft analog zu dem Beweis von [EGA], III.4.3.2. Wir versehen den Ring 

Oy, mit der adischen Topologie, so da8 fir eine (und damit jede) offene affinoide 

Umgebung U von y in Y der kanonische Ringhomomorphismus Oy(U) — Oy,y adisch 

ist. Es ist OF» ein Ganzheitsring von Oy. Nach (3.6.7 iii) ist Oy, noethersch. 

Deshalb haben wir einen adischen Raum S zu dem affinoiden Ring (Ov,y, OF y)-
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Der Ringhomomorphismus Oy(U) — Oy, induziert einen adischen Morphismus 

g:S —Y. Sei 

rsx 

pl o\f 
S—Y. 

9 

das Faserprodukt zu f und g. Der kanonische Morphismus Spa x(y) — Y faktorisiert 

eindeutig in Spa «(y) 9 -.Y. Sei s € 5 das Bild des abgeschlossenen Punktes 

von Spax«(y) unter h. Die Transitivitat des Faserprodukts ergibt Xy = Rs. 

Der Ring Os(S) ist lokal. Sei ZJ die von dem maximalen Ideal von Og(S) erzeugte 

Idealgarbe von Or. Es ist supp(Or/Z) = supp(Or/Z") fiir jedes n € N und 

supp (OR/Z) ist homéomorph zu dem Rs zugrundeliegenden topologischen Raum 

(nach (3.10.4)). Angenommen, es sei Xy nicht zusammenhangend. Dann ist 

supp (O/T) nicht zusammenhangend und deshalb ist der Ring limI'(R, Or/Z*) nicht 
n 

zusammenhangend. Aus (3.12.16) folgt 

(1) Die Vervollstandigung von (psOR)(S) nach dem maximalen Ideal von O5(S) ist 

nicht zusammenhangend. 

Da Oy — fr Ox bijektiv ist, ist nach (3.12.17) auch Os — p,Op bijektiv. Also 

Os(S) — (psOr)(S). Die Vervollstandigung des lokalen Rings Os(S) nach seinem 

maximalen Ideal ist lokal und damit zusammenhangend. Widerspruch zu (1). 

Bemerkung 3.12.19. i) Sei f: X — Y ein adischer Morphismus zwischen adischen 

Raumen. Sei S die Menge aller Punkte von Y die keine echte Sekundargeneralisierung _ 

besitzen (dh. S = {y € Ya | vy hat Rang 1 } U{y © Yna | vy hat Rang 0 }). Es 

gilt: Ist Xy zusammenhangend fir jedes y € S, so ist Xy zusammenhangend fur jedes 

yeY. 

Denn: Sei y € Y fixiert. Sei s € S die minimale Sekundargeneralisierung von y. Nach 

(3.8.9) und (3.10.4) ist Y, dicht in Yy. 

ii)Sei 9: S= Spa (Oyy, OF») — Y der Morphismus aus dem Beweis von (3.12.18). g 

induziert einen Homéomorphismus zwischen dem S' zugrundeliegenden topologischen 

Raum und dem durch die Menge aller Generalisierungen von y gegebenen topologi- 

schen Teilraum von Y. 

Proposition 3.12.20. Sei f:X — Y ein Morphismus adischer Raume. Sei T' die 

Menge aller Punkte von Y die keine echte Sekundargeneralisierung haben. Dann sind 

aquivalent
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a) f ist endlich. 

b) f ist eigentlich und die Menge f~!(y) ist endlich fiir jeden Punkt y von Y. 

c) f ist eigentlich und die Menge f~!(y) ist endlich fiir jeden Punkt y von 7. 

d) f ist eigentlich und der topologische Raum Xy ist diskret fur jeden Punkt y von 

T. 

Beweis: (a) => (b) => (c) klar. 

(c) => (d): Sei y € T gegeben. Sei U eine offene affinoide Teilmenge von Xy. Der 

Ring A: = Ox,(U) ist topologisch von endlichem Typ tiber k(y)*. Da U endlich ist, 

folgt aus der noetherschen Normalisierung von A, daf A eine endliche k(y)-Algebra 

ist. Hieraus ergibt sich, dai U diskret ist. 

(d) ==> (a): Sei 

X -1, Z = Spa f.Ox 

fN fA 
Y 

die Steinfaktorisierung von f. Wir zeigen, da g ein Isomorphismus ist. Es gilt 

(1) g ist injektiv. | 

Denn: Seien x und y zwei Punkte von X mit g(x) = g(y). Sei z € Z die minimale 

Sekundargeneralisierung von g(x). Nach (3.8.9) ist h(z) ein Element von T. Da Xjy(z) 

diskret ist, ist auch X, diskret. Nach (3.12.18) ist X, einpunktig, X, = {u}. Dag 

abgeschlossen ist, folgt aus g~!(z) = {u}, da es zu jeder Umgebung U von u in X 

eine Umgebung V von z in Z gibt mit g-1(V) C U. Da Oz — gsOx bijektiv ist, 

erhalten wir, da8 Oz, + Ox, bijektiv ist. Insbesondere ist k(z) + k(u) bijektiv. 

Nach (3.8.9) sind x und y Sekundarspezialisierungen von u. Da g separiert ist, folgt 

aus (3.11.23) z =y. 

Da g surjektiv und abgeschlossen ist, folgt mit (1), da8 g ein HomSomorphismus ist. 

Nach (3.12.15) ist der bijektive Garbenmorphismus Oz — gxOx ein Isomorphismus 

topologischer Garben. Deshalb ist g ein Isomorphismus. 

Proposition 3.12.21. Sei f:X — Y ein eigentlicher Morphismus adischer Raume. 

Dann ist fy OF der ganze Abschlu8 von OF in fxOx. 

Beweis: Sei 

X -4 Z = Spa frOx 

IN Zh 
Y
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die Steinfaktorisierung von f. Sei U eine offene affinoide Teilmenge von Y. Wir 

setzen V:= h-1(U) und A: = (feOf$)(U) CS (feOx)(U) = Oz(V). Es ist OF(V) CA. 

Deshalb ist A offen in Oz(Z). Nach (3.2.10) ist A ganz abgeschlossen in Oz(V). Nach 

(3.2.1) gilt OF(f-1(U)) © Ox(f-1(U))*. Aus (3.12.15) folgt somit A C Oz(V)°. 

Also ist A ein Ganzheitsring von Oz(V). Sei S:= {z € V | vz(a) > 0 fiir jedes 

a € A}. Es ist g9( f-1(U)) C S. Da g surjektiv ist, gilt S = V. Mit (3.2.6) erhalten 

wir A= OF(V). Da OF(V) der ganze Abschlu’ von OF(U) in Oz(V) ist, folgt die 

Behauptung. 

Korollar 3.12.22. Ein Morphismus zwischen affinoiden adischen Raumen ist genau 

dann eigentlich, wenn er endlich ist.
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3.13. EIGENTLICHE MORPHISMEN ANALYTISCHER RAUME 

Fur analytische Raume definieren wir eigentliche Morphismen vollkommen analog zu 

(3.12.1). In [K] hat Kiehl eigentliche Morphismen fir analytische Varietaten definiert. 

Das Ziel dieses Paragraphen ist, diese beiden Definitionen zu vergleichen. 

Definition 3.13.1. Ein Morphismus analytischer Raume f: X — Y heift eigentlich, 

wenn er von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist. Dabei bedeutet 

universell abgeschlossen, daf fur jeden Morphismus analytischer Raume S — Y die 

Projektion fs): X xy S — S abgeschlossen ist. 

In diesem Paragraphen verstehen wir unter einem bB eines analytischen Raumes X 

immer einen bB (A,v4) von X mit der Eigenschaft A = k(x) (x der Trager von 

(A,v,)). (Wegen (3.11.13 i) spielen auf analytischen Raumen nur bB mit dieser 

Eigenschaft eine Rolle.) 

Proposition 3.13.2. Fir einen Morphismus analytischer Raume f:X — Y sind 

aquivalent . 

a) f ist eigentlich. 

b) f ist von endlichem Typ und quasisepariert und sind A ein bB von X und y ein 

Zentrum von f(A) auf Y, so gibt es genau ein Zentrum z von A auf X mit y = f(z). 

c) f ist von endlichem Typ und quasisepariert und zu jedem kommutativen Diagramm 

analytischer Raume 

Spa(k, A) —> X 

91 lf 

Spa(k,B) — Y 

gibt es genau einen Morphismus analytischer Raume Spa(k, B) — X, der das Dia- 

gramm kommutativ erganzt. Dabei ist k ein topologischer Korper, dessen Topologie 

sich durch eine Rang 1 Bewertung definieren laBt, sind A und B Bewertungsringe von 

k mit BC AC k° und wird g durch die Identitat k - k induziert. . 

Der Beweis von (3.13.2) ist klar: Man beachte (3.11.10 ii) und (3.11.12). Mit f ist 

auch jece Projektion f(g): X xy S — S quasikompakt. Deshalb ist f(s) genau dann 

abgeschlossen, wenn f(s) spezialisierend ist. 

Wie im Beweis von (3.12.2) zeigt man 
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Proposition 3.13.3. Sei f:X — Y ein Morphismus analytischer Raume, der lokal 

you endlichetii Typ und separiert ist. Ist die Projektiou fu 8): Xx~S33 abgeschlos- 

seh fiir jeden Morphismius analytischét Raume S > Y, def voii endlichem Typ ist, 36 

ist f eigentlich. 

Endliche Morphismen zwischen analytischen Raumen werden entsprechend zu (3.12.9 

ii) definiert. (3.12.11) und (3.12.12) gelten dann analog auch fur analytische Raume. 

Ist f: X — Y ein eigentlicher Morphismus analytischer Raume und hat jeder Punkt 

von Y eine offene affinoide Umgebung U, so da8 Oy(U) einen noetherschen Definiti- 

onsring hat, so gilt der Koharenzsatz fir f (da Y ein adsicher Raum ist). Ich weif 

nicht, ob der Koharenzsatz allgemein fiir eigentliche Morphismen analytischer Raume 

gilt. 

Lemma 3.13.4. Seien X und Y zwei analytische Raume iiber einem analytischen 

Raum S, wobei X und S affinoid sind und Y lokal von endlichem Typ und separiert 

tiber S ist. Sei f:X — Y ein S-Morphismus. Sei & ein Ganzheitsring von Ox(X), 

der das Bild von Of(S) in Ox(X) enthalt und in Of(X) enthalten ist. Seien 

Z der analytische Raum zu dem affinoiden Ring (Ox(X),£) und i:X -—» Z der 

kanonische Morphismus. Z ist auf kanonische Weise ein Raum tiber S$ und i dann ein 

S-Morphismus. Es gilt 

i) Genau dann gibt es einen Morphismus g: Z — Y mit f = got, wenn jeder bB von 

X, der ein Zentrum auf Z hat, auch ein Zentrum auf Y hat. Der Morphismus g ist 

eindeutig bestimmt und ein S-Morphismus. 

ii) Ist f eine offene Einbettung und existiert der Morphismus g aus (i), so ist g ein 

Homsomorphismus auf sein Bild. 

Beweis: Wir benutzen wiederholt (3.3.13). 

i) Die Richtung ==> ist klar ((3.11.11 i)). Zum Beweis von <= zeigen wir 

a) Zu jedem z € Z gibt es eine offene Umgebung U von z in Z und einen S- 

Morphismus h: U - Y mit f |2-1(U) = ho (4 | i-!(U)). 

b) Zu jeder offenen Teilmenge U von Z gibt es héchstens einen Morphismus h: U — 

Y mit f |2-1(U) = ho (é|i-1(U)). 

Aus (a) und (b) folgt die Behauptung. 

Zu (a): Sei z € Z gegeben. Sei z das gréfte Element von X, so da 2(x) nach z spe- 

zialisiert ((3.3.13)). Sei A ein bB von «(z), so da z das Zentrum von 7y(A) auf Z ist. 

Nach Voraussetzung hat f,(A) ein Zentrum y auf Y. Sei V eine offene affincide Um- 

gebung von y in Y. Nach dem Beweis von (3.3.13 iii) gibt es eine rationale Teilmenge
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W von Z mit z € W und i-1(W) & f-1(V). Seien a1,...,a@n Elemente von Oy(V), so 

da8 Of(V) der ganze Abschluf des topologischen Abschlusses von OF(S)[a1,...,@n] 

iti Oy(V) ist. Durch Komposition der Abbildung Oy(V) — Ox(i-1(W)) mit der 

~ Umkehrung des Isomorphismus Oz(W) — Ox(i-1(W)) erhalt man eine Abbildung 

yp: Oy(V) — Oz(W). Sei U die rationale Teilmenge R( Leadxe(@n)s1 ) von W. Es 

ist z € U. Sei ~:Oy(V) - O7(U) die Komposition von y mit der Restriktion 

Oz(W) — O7(U). Es ist o(ai) € OF(U) fir jedes i € {1,...,n}, also auch 

p(O£(S)[ai,..-,an]) C OF(U) und damit y(Of(V)) C OF(U). Der stetige Ring- 

homomorphismus affinoider Ringe :(Oy(V), OF(V)) — (Oz(U), OF(U)) induziert 

einen Morphismus h:U + V CY mit f |i-1(U) = ho(z | i-1!(U)). 

Zu (b): Seien U eine offene Teilmenge von Z und h:U — Y ein Morphismus mit 

f |t-U) = ho(i|i-1(U)). Sei z € U gegeben. Sei x ein Element von :~!(U), 

so da8 i(z) nach z spezialisiert. Sei A ein bB von «(z), so da8 z das Zentrum von 

ty(A) auf Z ist. Dann ist A(z) ein Zentrum von fy(A) auf Y. Da Y separiert ist, 

hat f»(A) héchstens ein Zentrum auf Y. Deshalb ist h(z) eindeutig bestimmt. Da 

t*: OZ iz) + Ox,x injektiv ist, ist h*: Oy s(2) + Oz,i(z) emdeutig bestimmt. Nach 

(3.3.9 iii) ist Oz, + Oz icc) injektiv. Deshalb ist h*:Oy,(,) > Oz,z eindeutig be- 

stimmt. 

ii) Da Z quasikompakt und Y quasisepariert ist, ist g quasikompakt. Nach (3.3.20) 

reicht es zu zeigen, daB g injektiv ist. Zunachst gilt 

(1) Fur jedes z € X ist g-!(g(i(z))) = {i(x)}. 

Denn: Sei z € Z gegeben mit g(z) = f(x). Wir wahlen ein y € X, so da$ 

i(y) > z. Dann f(y) = g(t(y)) > g(z) = f(x) und somit y > x. Wir haben also 

i(y) > z,i(y) > (x) und g(z) = g({i(x)). Aus (3.11.23) folgt z = (x). 

Seien u und v Punkte von Z mit g(u) = g(v). Da jeder Punkt von Z Spezialisierung 

eines Punktes von 1(X) ist, gibt es einen Punkt z von X mit g((r)) > g(u). Nach 

(3.3.11) und (1) sind u und v Spezialisierungen von i(x). Wieder mit (3.11.23) erhalten 

Wit U =v. 

Definition 3.13.5. Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen affinoiden analytischen 

Raumen, der von endlichem Typ ist. Sei & der kleinste Ganzheitsring von Ox(X), 

so da f*:(Oy(Y), OF(Y)) > (Ox(X), E) ein Morphismus affinoider Ringe ist. Der 

analytische Raum 

XY: = Spa(Ox(X), B) 
hei8t der Abschlu8 von X relativ Y.
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Sei f:X — Y wie in (3.13.5). Die Bezeichnung ,,Abschlu8 von X relativ Y“ ist 

motiviert durch die folgende Eigenschaft von XY. Wir haben ein kanonisches kom- 

mutatives Dreieck 

xX 
fl x* 

Y/ 
9 

Der Morphismus 2 ist eine offene Einbettung. Via 1 betrachten wir X haufig als 

offenen Teilraum von XY. 

Ist 1: S — Y ein beliebiger Morphismus analytischer Raume, so haben wir zu g und 1 

das Faserprodukt XY xy S (siehe (3.10.2)). Wir kénnen (3.13.2) entsprechend auch 

auf g anwenden und erhalten, daf-g universell abgeschlossen ist (d-h. alle Projektionen 

XY xy S$ — S sind abgeschlossen). 

Sei 

eine Faktorisierung von f, wobei h eigentlich ist. Nach (3.13.4 i) und (3.13.2) gibt es 

genau einen Morphismus k: XY — Z, so da8 kommutiert 

xX 
a J 

N\ N\ 

fl xY +A 

Lf LS 
: g h 

Y 
Fir einen beliebigen Morphismus f: X — Y affinoider analytischer Raume definieren 

wir einen analytischen Raum XY genauso wie in (3.13.5). Im allgemeinen ist, jedoch 

dann i: X + XY keine offene Einbettung. 

Beispiel 3.13.6. i) Ist f: X — Y eine abgeschlossene Einbettung (oder allgemeiner 

ein endlicher Morphismus), so gilt XY = X. 

ii) Sind X eine offene affinoide Teilmenge von Y und f:X — Y die Inklusion, so 

induziert g: XY — Y einen Homdomorphismus zwischen dem XY zugrundeliegenden
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topologischen Raum und dem Abschlu8 von X in Y. (Ist X eine rationale Teilmenge 

von Y, so ist dies in (3.3.15 ii) explizit nachgerechnet.) 

Bemerkung 3.13.7. i) Seien f: X — Y ein eigentlicher Morphismus analytischer 

Raume und U und V offene affinoide Teilmengen von X und Y mit f(U) C V. Dann 

setzt sich die Inklusion U + f-1!(V) fort zu einem Morphismus UV - f-1(V). Dieser 

gibt einen Homédomorphismus zwischen dem UV zugrundeliegenden topologischen 

Raum und dem Abschluf von U in f-!(V). — 

ii) Fur einen Morphismus analytischer Raume f: X — Y sind aquivalent 

a) f ist eigentlich. 

b) f ist von endlichem Typ und separiert und zu jedem Paar (x,y), wobei y € Y 

und «x € Xy, gibt es offene affinoide Umgebungen U und V von x und y in X und Y 

mit f(U) C V, so daB sich die Inklusion U — f-1(V) fortsetzt zu einem Morphismus 

Ov 3 fv), 

Beweis: Alles folgt direkt aus (3.13.2) und (3.13.4) bis auf die Aussage tiber das Bild 

von UV — f-1(V). Hierzu beachte man einerseits , da U dicht in UY ist, und 

andererseits, da8 U eine konstruierbare Teilmenge des spektralen Raums f—!(V) ist 

und deshalb jeder Punkt des Abschlusses von U in f~1(V) eine Spezialisierung eines 

Punktes von U ist. Man benutze (3.11.10 ii) und (3.11.12). 

Definition 3.13.8. Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen affinoiden analytischen 

Raumen, der von endlichem Typ ist. Sei T die Menge aller Generalisierungen aller 

Punkte von X¥\X in XY und sei T der Abschlu8 von T in XY. Die offene Teilmenge 

von X 

XY: = RY\E 

hei8t das Innere von X relativ Y. Da X eine offene konstruierbare Teilmenge von 

XY ist, gilt XY = {x € X | jede Generalisierung von x hat keine Spezialisierung in 

XY\X}. . 

Beispiel 3.13.9. Seien X und Y affinoide analytische Raume. Aus (3.13.6) folgt 

i) Ist f:X -» Y eine abgeschlossene Einbettung (oder allgemeiner ein endlicher 

Morphismus), so gilt XY = X. » 

ii) Sind X eine offene affinoide Teilmenge von Y und f:.X — Y die Inklusion, so gilt 

XY = {x € X | jede Generalisierung von z hat keine Spezialisierung in Y\X}. 
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Bemerkung 3.13.10. Aus (3.3.9 i) folgt, daf XY abgeschlossen ist gegentiber 

Spezialisierungen in XY. 

Bemerkung 3.13.11. Seien Y ein affinoider analytischer Raum, f: X — Y ein ei- 

~ gentlicher Morphismus analytischer Raume, U eine offene affinoide Teilmenge von X 

und Z eine prokonstruierbare Teilmenge von U, die abgeschlossen gegeniiber Genera- 

lisierungen ist. Sei Z der Abschlu8 von Z in X. Dann sind Aquivalent 

a) ZCUY, 

b) ZC UY. 
c)Z CU. 

Beweis: Nach (3.13.7 i) kénnen wir UY mit dem Abschlu8 von U in X identifizieren. 

(a) => (b): (3.13.10) . 

‘(b) => (c): klar 

(c) => (a): (3.13.8) 

Bemerkung 3.13.12. Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen affinoiden analyti- 

schen Raumen, der von endlichem Typ ist, und sei S ein affinoider analytischer Raum. 

i) Fir einen Morphismus g: S — X sind aquivalent | 

a) im(g) C XY. 
b) g setzt sich fort zu einem Morphismus h: SY — X. 

Sind (a) und (b) erfillt, so gilt im(h) C XY. 
ii) Sei g: Y — S ein Morphismus von endlichem Typ. Dann gilt 

XS = XY nq f-l(y). 

iii) Sei g:. S + Y ein beliebiger Morphismus und sei 

R+>X 

Lf 

- S—Y 

das Faserprodukt zu f und g. Dann gilt 

pox’) ¢ RS, 

iv) Séien fi: X; — Yi und fo: X2 — Yo Morphismen von endlichem Typ zwischen 

affinoiden analytischen Raumen tiber S und U:= X1 xg X2 7 Yi xg Yo:= V der 

Morphismus (f;1, f2)s. Seien pi: Xi xg X2 — X1 und po: X1 xg Xo — Xo die 

Projektionen. Dann gilt
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py (Xz) N py (X22) € UY. 

Beweis: i) (a) => (b): Der Morphismus g setzt sich fort zu einem Morphismus 

g: SY — XY. Da jeder Punkt von SY eine Spezialisierung eines Punktes von S ist, 

_ ist jeder Punkt von im (g) eine Spezialisierung eines Punktes von im(g) C XY. Aus 

(3.13.10) folgt im(g) ¢ XY. 
(b) => (a): Unter der Abbildung SY — XY wird der Abschluf {s} eines Punktes 

s € Sin SY abgebildet auf den Abschlu& {g(s)} von g(s) in XY. Mit (3.3.11) folgt 

die Behauptung. 

  

ii) Sei Z eine offene affinoide Teilmenge von X. Wir zeigen: 

ZOXS exe ZOXY NG-'UY) 

Sei G(S) baw. G(Y) baw. G(X) der kleinste Ganzheitsring von Ox(Z), der das Bild 

von Of(S) bzw. OF(Y) baw. OF(X) in Ox(Z) enthalt. Es gilt G(S) C G(Y) 

G(X). Aus (i) folgt: 

ZO XY und ZC f-1(YS) <> die Morphismen Z -+ X und Z — Y setzen sich fort 

zu Morphismen ZY — X und Z5 + Y = G(X) C G(Y) und G(Y) C G(S) <> 

G(X) © G(S) <=> der Morphismus Z + X setzt sich fort zu einem Morphismus 

ZS +X —=ZC XS, 

iii) Sei Z eine offene affinoide Teilmenge von pox ¥). Nach (i) 1a8t sich der Mor- 

phismus Z — X fortsetzen zu einem Morphismus ZY — X. Die Komposition 

ZS -+ ZY - X und der Morphismus Z5 — S$ definieren einen Morphismus Z5 — R. 

Nach (i) folgt Z ¢ RS. 

iv) Sei Z eine offene affinoide Teilmenge von py (X}) n py (X22). Nach (i) setzen 

sich die Morphismen Z — X, und Z — X2 fort zu Morphismen ZY —» X, und 

Z%2 - Xy. Die Kompositionen ZV + ZY: — X, und ZY — Z¥2 — X2 definieren 

einen Morphismus ZY — U, der die Inklusion Z — U fortsetzt. Aus (i) folgt Z Uv. 

Die folgende Definition von Kiehl-eigentlich ist eine Verscharfung der Bedingung (b) 

aus (3.13.7 ii). 

Definition 3.13.13. Ein Morphismus analytischer Raume f:X — Y heift Kiehl- 

eigentlich, wenn er von endlichem Typ und separiert ist und es zu jedem Paar (x,y), 

wobei y € Y undze€ Xy, offene affinoide Umgebungen U und V von x und y in X 

und Y mit f(U) C V gibt, so daB x € UY.
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Eine einfache Umformulierung von (3.13.13) ergibt 

Proposition 3.13.14. Fur einen Morphismus analytischer Raume ff: X — Y sind 

Aquivalent 

a) f ist Kiehl-eigentlich. 

b) f ist eigentlich und zu jedem Paar (z,y), wobei y € Y und z € Xy, gibt es offene 

affinoide Umgebungen U und V von zx und y in X und Y mit f(U) C V, so daB der 

Abschlu8 von {x} in f-1(V) in U liegt. 

Beweis: (a) => (b): Sei ein Paar (2, y) mit y € Y und z € Xy gegeben. Seien U 

und V offene affinoide Umgebungen von z und y in X und Y, so daf f (U) C V und 

z € UY. Sei Z eine offene affinoide Umgebung von z in UY. Nach (3.13.12 i) setzt 

sich die Inklusion Z — U fort zu einem Morphismus ZY — U. Aus (3.13.7 ii) folgt, 

daB f eigentlich ist. Nach (3.13.11) liegt der Abschlu8 von Z in f-1(V) in U. 

(b) => (a): Sei ein Paar (z,y) mit y € Y und « € Xy gegeben. Sei z € X die 

minimale Generalisierung von x in X. Es ist z € Xy. Seien U und V offene affinoide 

Umgebungen von z und y in X und Y, so da’ f(U) C V und der Abschlu8 von {z} 

in f-1(V) in U liegt. Aus (3.13.11) folgt « € UY. 

Aus (3.13.12) und (3.13.9 i) folgt 

a) Sind fi:X1 — VY und fo: X2 — Yo zwei Kiehl-eigentliche Morphismen zwischen 

analytischen Raumen tiber einem analytischen Raum S, so ist auch 

(fi, f2)s: X1 xg Xo > Yi xg Yo Kiehl-eigentlich. 

b) Sind f:X — Y ein Kiehl-eigentlicher und g:S — Y ein beliebiger Morphismus 

analytischer Raume, so ist auch die Projektion f(s): X xy S— S$ Kiehl-eigentlich. 

c) Endliche Morphismen sind Kiehl-eigentlich. 

d) Sind f:X — Y ein endlicher Morphismus und g:Y —> Z ein Kiehl-eigentlicher 

Morphismus analytischer Raume, so ist auch go f:X — Z Kiehl-eigentlich. 

Aus (b) und (d) folgt wie tblich 

e) Sind f:X — Y und g:Y — Z Morphismen analytischer Raume, so da’ go f 

Kiehl-eigentlich und g lokal von endlichem Typ und separiert ist, so ist auch f Kiehl- 

eigentlich. 

Wir wollen (3.13.13) mit Kiehls Definition eigentlicher Morphismen vergleichen. Seine 

Definition in [K] ist die folgende. Sei & ein vollstandiger topologischer Kérper, dessen 

Topologie durch eine Rang 1 Bewertung a:k — Roo gegeben wird. Ist X = SpA 

eine affinoide analytische Varietat tiber k, so bezeichnet EX = SpA(X,...,Xn)
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den n-dimensionalen Einheitspolyzylinder uber X und E%(r) die offene Teilmenge 

{x € EX | a(Xi(z)) >r fir i =1,...,n}(r ER). 

Definition 3.13.15. i) Seien f:X — Y ein Morphismus affinoider analytischer 

Varietaten uber k und U eine offene affinoide Teilmenge von X. Man sagt U liegt 

im Inneren von X beziiglich Y, geschrieben US X, wenn es eine abgeschlossene 

Einbettung g: X — EY iiber Y gibt, so daf g(V) C E¥}(r) fir ein r > 0. 

ii) Ein Morphismus analytischer k-Varietaten f:X —> Y hei€t eigentlich, wenn er 

separiert ist und es eine zulassige offene affinoide Uberdeckung Mt von Y und zu 

jedem U € LL zwei zulassige offene affinoide Uberdeckungen (V; | 7 = 1,...,n) und 

(W; |¢=1,...,n) von f-1(U ) gibt, so da Vi ¢ W; fir i= 1,...,n 

Zunachst vergleichen wir (3.13.8) und (3.13.15 i). Dazu dient uns das folgende Lemma. 

Lemma 3.13.16. Sei f:X -» Y ein Morphismus zwischen affinoiden analyti- 

schen Raumen, der von endlichem Typ ist. Sei s eine topologisch nilpotente Ein- 

heit von Oy(Y). Wir setzen A:= (Oy(Y),O}$(Y)) und wahlen eine Darstel- 

lung (Ox(X), OF(X)) = A(X,...,Xn)/T ((2.4.12) und (2.4.13 ii)). Fir jedes 

a € A(Xj,...,Xn) bezeichnet @ das Bild von a in A(Xj,...,Xn)/I. Sie M die 

Menge aller rationalen Teilmengen von X der Form R( “a wobei pj € At+[X,] C 

A(X},... ,Xn) ein normiertes Polynom ist fiir 7 =1,...,n. Dann gilt 

i) Zu jedem U,V € U gibt es einW EU mit UUV CW. 

ii) XY = Lu. 
Veu 

Beweis: i) Seien U,V € & gegeben. Schreibe U = R( Babes ) und V = R( Bassin ) 

mit p,q; € At[X;] normiert. Setze W:= R(Ebbeakndens Dann ist W € U. Da fir 

jedes x € X gilt vz (pj) > 0 und vz(G) > 0, ist VUV CW. 

ii) Sei p; € At+[X;] normiert fiir i = 1,...,n. Wir zeigen, da U: = Ri Bi-aBes ) in XY 

liegt. Seien z ein Element von U und y eine Spezialisierung von z in XY. Zu zeigen 

ist y € X. Da ve(p;) > 0 fir 7 = 1,...,n, gilt auch vy(pj) > 0 far 7=1,...,n. Da pj 

normiert, ist, folgt hieraus vy(X;) > 0 fiir i =1,...,n. Deshalb y € X. 

Sei zc € XY gegeben. Wir zeigen, da8 es ein U € YU gibt mit c € U. Sei 

y € X die minimale Generalisierung von z ((3.3.9 i)). Seien & der Residuenkérper 

von Ox(X) zum Primideal supp (y), B der durch y gegebene Bewertungsring von 

k, | der Residuenkérper von B und.A:B — I die kanonische Abbildung. Unter 

der Abbildung Ox(X) — k wird Of(X). nach B abgebildet. Zusammen mit den 

Abbildungen A(Xj,...,Xn) + Ox(X) und X erhalten wir somit eine Abbildung 
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y: At[Xy,.:.,Xn] — 1. Sei D ein Bewertungsring von J, der y(A*+) umfaft. Die 

durch den Bewerturigsring A~ =1(D) gégebeliée BeWertiing voli Ox (X) définiett einen 

Punkt z von X Y der eine Spezialisierung voi y ist. Da ¢ ein Element von x Y 

ist, liegt z in X. Also gilt v(X;) > 0 fir i = 1,...,n und damit y(X;) € D fur 

t= 1,...,n. Deshalb folgt mit [B], VI.1.3. Th. 3, daB y(X;) ganz tber y(At) ist 

fir i=1,...,n. Sei pj € At[X;] ein normiertes Polynom mit y(p;) = 0. Es ist dann 

vy(pi) > 0. Da vy Rang 1 hat ((3.3.9 ii)), gibt es ein m € N mit vy(p™) > vy(s) fiir 

i=1,...,n. Da z eine Spezialisierung von y ist, gilt ve(p™) > v2(s) fir i = 1,. 

und damit x € (Bees) EU, 

Ist Y ein affinoider analytischer Raum, so bezeichnet EY den analytischen Raum zu 

dem affinoiden Ring (Oy(Y),O}(Y))(X1,..-,Xn) und EB®(fi,..., f,) die rationale 

Teilmenge R( fall) von Ey. 

Proposition 3.13.17. Seien f:X — Y ein Morphismus zwischen affinoiden analyti- 

schen Raumen, der von endlichem Typ ist, und s eine topologisch nilpotente Einheit 

von Oy(Y). Fir eine quasikompakte Teilmenge Z von X sind aquivalent 

a) ZC XY, 

b) Es gibt eine abgeschlossene Einbettung g:X «+ EY tiber Y, so daf® g(Z) C 

be (%a,..., 4). 
c) Es gibt eine abgeschlossene Einbettung g: x o» EY uber Y und ein / € N, so dah 

9(Z) © BR(2,..., 2), 

Beweis: (a) => (b): Wir tbernehmen die Notation aus (3.13.16). Da Z quasi- 

kompakt ist, gibt es nach (3.13.16) normierte Polynome p; € At(Xi](i = 1,...,), 

so dai ZC R( Babes), Wir betrachten die affinoiden Ringe A[X1,...,Xn]y und 

A[M,...,Xanly mit U = ({1},...,{1}) und V = ({1},..., {1}). Es gilt 

(1) Der stetige Ringhomomorphismus affinoider Ringe gy: A[X1,...,Xenlv 

— A[X,...,Xn]u tiber A mit y(Xi) = pi und y(Xn4i) = 3X; fir ¢ = 1,...,n 

ist ee Quotientenabbildung. 

Denn: Da s eine Einheit in A ist, ist y: A[X1, ++) X2n] A[X1, ...;Xn]} surjektiv. 

Da jedes p; normiert ist, ist At[X1,...,Xn] ganz tiber y(At+[X1,..., Xan]}). Es ist 

noch zu zeigen, da8 ¢ eine offene Abbildung ist. Sei B ein Definitionsring von A, der 

s und die Koeffizienten von p),..., pn enthalt. y gibt per Restriktion eine Abbildung 

wo: B[X1,...,Xan] > BIM,..., Xn]. Da BLX1,...,Xn] ein endlich erzeugter Modul 

- ter im(#) ist und da sX; € im() fir 7 = 1,...,n, gibt es ein k € N, so da8 

s*.- B[Xy,...,Xn] Cim(p). Die Ringe B[X1,..., Xn] und B[Xy,..., Xen] sind offen
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in A[X1,...,Xn] und A[X1,...; Xan] und die Teilraumtopologie auf B[X1,...,Xn] 
und B[Xj,.. ., Xoa] ist jeweils die s-adische Topologie. Deshalb ist yp offen. 

Durth Ubergang zi deti Vervollstandiguigen éigibt ~ éine Quotiéntenabbildung 

g: A(X,...,Xan) — A(M1,...,Xn). Die Komposition von ¢ mit dem Ringhomo- 

morphismus A(X1,...,Xn) > (Ox(X), OF(X)) liefert einen Ringhomomorphismus 

o: A(X1,..., Xan) > (Ox(X), OF(X)). Sei g: X — EZ? der durch o definierte Mor- 
phismus. g ist eine abgeschlossene Einbettung mit g(Z) C ERP (44, beey Xan . 

(b) ==> (c): klar. 

(c) => (a): folgt aus (3.13.16). 

Damit konnen wir nun (3.13.8) und (3.13.15 i) miteinander vergleichen. 

Proposition 3.13.18. Seien f: X — Y ein Morphismus zwischen affinoiden analyti- 

schen k-Varietaten und U eine offene affinoide Teilmenge von X. Wir betrachten den 

von f induzierten Morphismus analytischer Raume r(f):r(X) — r(Y). Dann sind 

aquivalent 

a) U G X. 

b) t(U) c r(X)), 

Beweis: (a) = > (b): folgt aus (3.11.21 i) und (3.13.17). - 

(b) => (a): folgt aus (3.13.17). 

Bemerkung. Sei f:X — Y ein Morphismus zwischen affinoiden analytischen k- 

Varietaten. Wir betrachten X als Teilmenge von r(X). Dann gilt 

XC r(x), 
da jeder Punkt von X sowohl ein minimaler als auch ein maximaler Punkt von 
at (Y).. r(x) ist. 

Proposition 3.13.19. Ein Morphismus analytischer k-Varietaten f:X — Y ist 

genau dann eigentlich, wenn der Morphismus analytischer Raume r(f):r(X) > r(Y) 

Kiehl-eigentlich ist. 

Beweis: Ohne Kinschrankung ist Y affinoid. Ist f eigentlich, so folgt aus (3.11.21 

ii) und (3.13.18), daB r(f) Kiehl-eigentlich ist. Wir nehmen nun an, daf r(f) Kiehl- 

eigentlich ist. Nach (3.11.21 ii) ist f separiert. Wir fixieren ein y € r(Y). Zu jedem 

xz €r(X), wahlen wir offene affinoide Umgebungen Xz und Z; von x in r(X) und eine
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offene affinocide Umgebung Yr von'y in r(Y), so daB r(f)(Xz) C Ye und Zz C X¥e, 

Da r(X)y quasikompakt ist, gibt es 21,...,2n € r(X)y, so da 

(1) r(X)y UZ. 
wl 

Sei U die Menge aller offenen affinoiden Umgebungen von y in r(Y). Nach (1) gilt 

rf] S)¢ CU Zu 
SEU i=1 

Deshalb gibt es ein S € LU, so da8 S C Yz, fir 1 = 1,...,n und r(f)—1(S) C U Vn 
im] 

~ Wir setzen Xj:= Xz; Ar(f)—1(S) und Zj:= Ze; Ar(f)-1(S) fir 7 = 1,...,n. Die 

X; und Z; sind offene affinoide Teilmengen von r(X). Aus (3.13.12 iii) folet Ac 

xs fur 1 = 1,...,n. Nach der Diskussion im Anschlu8 von (3.4.20) gibt es eine 

offene affinoide Teilmenge U von Y und offene affinoide Teilmengen Vi,...,Va und 

Wi,...,Wn von X, so dab S = t(U) und Z; = t(V;) und X; = t(W;) fir 7 =1,...,n 

Es sind {Vj,...,Va} und {W,...,Wn} zulassige Uberdeckungen von f-1(U) und 

nach (3.13.18) gilt V; C W; fir i=1,...,n. Damit ist gezeigt, daB f eigentlich ist. 

Ich wei nicht, ob jeder eigentliche Morphismus analytischer Raume Kiehl-eigentlich 

ist. Dei Schwierigkeit hierbei ist die Konstruktion méglichst grofer offener affinoider 

Teilmengen (siehe (3.13.14)). Dieses Problem hat Litkebohmert in der geometrischen 

Situation uber einem diskret bewerteten Korper gelést. Aus seinem Ergebnis folgt 

Satz 3.13.20. Sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus analytischer Raume, wobei 

Y geometrisch tiber einem diskret Rang 1 bewerteten Korper & ist. Dann ist f Kiehl- 

eigentlich. 

Beweis: Ohne Einschrankung ist Y affinoid. Sei B ein Definitionsring von Oy(Y), 

der topologisch von endlichem Typ tiber k° ist. Sei Z das Objekt von K, das 

durch (Oy(Y), B) gegeben wird. Es ist dann Y = ¢(Z). Nach (3.12.6) kénnen 

wir annehmen X = ¢(S) und f = t(g), wobei S ein Objekt von K und g:S — Z 

ein Morphismus in XK ist, so da$ der zu g gehdrige Morphismus formaler Schemata _ 

= (5,05) — (Z,Oz) =: V eigentlich ist. Seien U @ k und V @&k die zu U und 

_ V gehorigen analytischen Varietaten tber k und py @k:U @k + V ®k der durch » 

induzierte Morphismus. Nach [Li] ist y @ & eigentlich. Mit (3.13.19) erhalten wir, 

da8 f Kiehl-eigentlich ist. -
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‘AbschlieSend noch eine einfache Bemerkung im Zusammenhang mit der Steinfaktori- 

sierung analytischer Morphismen. 

Proposition 3.13.21. Sei f: X — Y ein quasikompakter quasiseparierter Morphis- 

_ mus analytischer Raume. Fiir jedes y € Y sind aquivalent 

a) Die analytische Faser Xy ist zusammenhangend. 

b) Der Ring (fsOx)y ist zusammenhangend. 

Beweis: (a) => (b): Seien U eine offene affinoide Umgebung von y in Y und e 
ein idempotentes Element (fzOx)(U). Die offene Menge f-1(U) ist die disjunkte 
Vereinigung der beiden offenen Mengen Up:= {x € f-1(U) | es = 0 in Ox,,} und 

Uiy:= {xe f-'(U) | ez = 1 in Ox,,}. Da Xy zusammenhangend ist, ist Uy N Xy = 0 
oder Ui; N Xy = O. Sei etwa Up N Xy = 0. Sei 20 die Menge aller offenen quasikom- 

pakten Umgebungen von y in U. Wegen @ = Up N Xy = Un () f-1(V) gibt es ein 
Vew 

V €W mit YN f-'(V) =0, dh. f-1(V) CU. Also e | V =1 in (f,Ox)(V). 

(b) ==> (a): Angenommen, X, ist nicht zusammenhangend. Schreibe Xj als die dis- 

‘junkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen Up und Uj. Sei U eine offene 

affinoide Umgebung von y in Y und sei 20 die Menge aller offenen quasikompakten 

Umgebungen von y in U. Da Up und U; quasikompakt sind, gibt es offene quasikom- 

pakte Teilmengen Wo und W, von f-!(U) mit Up = WoNXy und U1 = Win Xy. We- 

gen 0 = WoNWiNXy = WonWin [() f-(V) und [) f-'(V) = Xy S WoUM, gibt 
Vem vem 

es ein V € W mit WNW N f-1(V) = 0 und f-1(V) C HUW, dh. f-1(V) ist die 

disjunkte Vereinigung der beiden offenen Teilmengen Wo N f-1(V) und Wi N f-1(V). 

Sei e das Element von (frOx)(V) = Ox(f-1(V)) mit e | Won f-1(V) = 0 und 

e|W,Of-'(V) = 1. Es ist dann ey ein idempotentes Element von (fsOx)y. Da 

Up #0 und U, FO, ist ey weder das Nullelement noch das Einselement in (frOx)y. 

Widerspruch. 

In [BGR], 9.6.3 Lemma 4 wird mit Hilfe des Satzes tiber formale Funktionen bewiesen 

(+) Sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus analytischer Varietaten, so dak Oy -> 

f+Ox bijektiv ist. Dann ist fiir jedes y € Y die Faser Xy zusammenhangend. 

Zu dem Morphismus f: X —» Y in (*) betrachten wir den Morphismus analytischer 

Raume r(f):r(X) > r(Y). Der Garbenmorphismus O,,y) — r( fs ©, (x) ist bijektiv. 

Wir fassen Y als Teilmenge von r(Y) auf. Fiir jedes y € Y gilt r(Xy) = r(X)y. Da 

nach (3.13.21) r(X)y zusammenhangend ist, erhalten wir nochmals die Aussage (+). 

Wie der Beweis von (3.13.21) zeigt, ist diese Begriindung von (*) ein rein topologisches 
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Argument. Weiterhin zeigt (3.13.21), da8 (*) schon gilt, wenn man, statt f eigentlich, 

nur fordert f quasikompakt und quasisepariert. 
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3.14. BEWEIS DES KOHARENZSATZES 

Dieser Abschnitt dient dem Beweis von (3.12.13). Die Aussagen (3.12.14), (3.12.15) 

und (3.12.17) ergeben sich dabei als Korollare. Wir greifen Raynaud’s Anregung aus 

[R] auf und fiihren (3.12.13) auf Grothendieck’s Koharenzsatz fiir formale Schemata 

zurick. Der Beweisplan von (3.12.13) ist der folgende: 

a) Mit einigen Limesschlissen und Kompaktheitsargumenten reduzieren wir 

(3.12.13) auf den Fall, daS Of(Y) der ganze Abschluf8 eines noetherschen Defi- 

nitionsrings B von Oy(Y) ist. Dabei kénnen wir B so wahlen, dag Oy(Y) eine 

endlich erzeugte B-Algebra ist. | 

b) Nach (a) gilt Y = ¢(S), wobei S ein affines Objekt der Kategorie K ist, so daf 

Ag als Os-Algebra von endlichem Typ ist. Wir wenden nun (3.12.6) an und 

kénnen dann annehmen: X = t(R) und f = t(g), wobei R ein Objekt von 

K und g:R -— S ein Morphismus in XK ist, so da’ Ag als As ®9, Or-Modul 

von endlichem Typ ist und der zu g gehorige Morphismus formaler Schemata 

(R, Or) -+ (S, Og) eigentlich ist. 

c) Sei r:t(R) > R der kanonische Morphismus in K. Nach (3.6.20) und (3.6.2) gilt 

R°xn,F = 0 fiir jedes n > 0, und deshalb H?(X,F) = H?(R,11F). Nach dem 

Koharenzsatz fiir formale Schemata ist H?(R,G) ein endlich erzeugter Os(S)- 

Modul fiir jeden koharenten Op-Modul G. In unserer Situation ist 7F ein 

koharenter Ag @9, Or-Modul. Man kann den Koharenzsatz fur formale Sche- 

mata verallgemeinern auf koharente As @o0, Or-Moduln. Wir erhalten, da8 

H?(R,74F) ein endlich erzeugter As(.S)-Modul ist. 

d) Es ist noch zu zeigen, da fur jede rationale Teilmenge U von Y gilt: 

H?(f-1(U), F) = H?(X,F) @o,(v) Oy(U). Eine wesentliche Rolle beim Beweis 

hiervon spielen die schon in (c) benutzte Verallgemeinerung des Koharenzsatzes 

fir formale Schemata und die Beweismethoden aus [EGA], III.4.1. 

Seien A ein vollstandiger f-adischer Ring, der einen noetherschen Definitionsring 

besitzt, B und D offene Unterringe von A mit B C D € A® und ® die Menge 

aller Unterringe E von A, so da8 BC EC Dund E endlich erzeugt uber B ist. 

Fiir jedes FE € KRU {D} sei Spa(A, &) der adische Raum zu dem affinoden Ring 

(A, £*). Sind X ein adischer Raum tiber Spa(A, B) und E ein Element von ® U 

{D}, so bezeichnet Xg den adischen Raum X Xgpa(4,B) Spa(A, Z) und pr = pex 

die Projektion X~g — X. Sind f:X — Y ein Morphismus adischer Raume uber 

Spa (A, B) und E ein Element von ® U {D}, so bezeichnet fg den von f induzierten
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Morphismus X¢ — Yer. In dem folgenden Lemma stellen wir einige offensichtliche 

Eigenschaften zusammen. 

(A.1) i) pe: Xp — X ist ein Homoomorphismus auf sein Bild. 

ii) Ox — (pe)+Ox ist ein Isomorphismus topologischer Garben. 

iii) Ist & € ®, so ist pg(Xzg) offen und konstruierbar in X. 

iv) pp(Xp) ist prokonstruierbar in X und es gilt pp(Xp) = () pE(Xe). 

EER 

(A.2) Seien X und Y zwei quasiseparierte adische Raume von endlichem Typ tber 

Spa(A, B). Dann gilt 

i) Sind f,g:.X — Y zwei Morphismen tiber Spa(A, B) mit fp = gp, so gibt es ein 

EeER mit fe = ge. 

ii) Zu jedem Isomorphismus f: Xp — Yp iiber Spa (A, D) gibt es ein EF € ® und einen 

Isomorphismus g: X¢ — Yg iiber Spa(A, E), so da8 gp: Xp = (XE)p — (YE)p = Yd 

mit f ubereinstimmt. 

Beweis: i) Zu jedem EF € RU {D} haben wir die kommutativen Diagramme 

XE PEXX 

fe |  f 

Yp— Y 
PE,Y 

Xp XxX 

gE | lg 

Yr — Y 
PELY 

Sei {U1,...,Un} eine offene affionide Uberdeckung von Y. Aus fp = gp folgt 

px(foUi)) = Pp, 1-(g-1(Ui)). Deshalb gibt es nach (A.1) ein E € ® mit 

Pax f-(Ui)) 
= ppy(g-1(U;)) fir i =1,...,n, dh. 

(1) fz (Pey Ui)) = 96 ‘(pe 'y(Ui)) =:V, fir i=1,...,n. 

Aus fp = gp und (A. ii) folgt 

(2) fe und gr induzieren denselben Ringhomomorphismus Oy, (Pz yi )- 0 Xe(Vi) 

fir z=1,. 

Aus (1) und 0) folgt fe = gE.
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ii) Wir fahren den Beweis in drei Schritten. 

1. Schritt: X und Y affinoid. 

Wir wahlen a1,...,an € Ox(X) und b1,...,bn € Oy(Y) mit OF(X) = Blat,..., an] 
und OF(Y) = Blbj,...,bn]. Der Isomorphismus f:Xp -— Yp wird gegeben 

durch einen Isomorphismus h: Oy(Y) - Ox(X) tiber A mit A((OP(Y) - D)e) = 

(OZ(X)- D)*. Sei E ein Element von 8, so daB h(b;) € (OF(X) - E)e und 

h-1(a;) € (OF(Y)- E)¢ fiir i=1,...,n. Es gilt dann h((OP(Y)-£)°) C (OL (X)-E)e 
und h-1((OF(X)- E)e) c (OF (v)- E)¢, Wir haben also einen Isomorphismus affinoi- 

der Ringe (Oy(Y), (Of(Y)-E)*) + (Ox(X), (O£(X)-E)*), der einen Isomorphismus 

g: Xp — Yer induziert mit gp = f. 

2. Schritt: X beliebig und Y affinoid. 

Sei (U; | j € J) eine offene affinoide Uberdeckung von X. Sei (V; | 2 € I) eine end- 

liche Uberdeckung von Yp durch rationale Teilmengen von Yp, die die Uberdeckung 

(f (Pp, 1 -(U;)) | i € J) verfeinert, mit Verfeinerungsabbildung y: I > J. Nach (A.1 

li) und (3.8.4 ii) gibt es zu jedem i € I eine rationale Teilmenge X; von U,,;) und 

eine rationale tna Y; von Y mit pp 1 (Xi) = = f-1(V;) und pp y(%) = V;. Es ist 

PD (LX = Xp und Phy (LJ %) Y;) = =Yp. Deshalb gibt es nach (A.1) ein E € KR, so 
tel t€] 

dah cn X;) = Xg_ und pey(U Y;) = Yg. Indem wir X und Y durch Xp und 
1e1 tel 

Ye ersetzen, konnen wir annehmen U X; = X und U Y; = Y. Fur jedes z € J gibt 

16. 2E. 

f per Restriktion einen Isomorphismus fi: (Xi) pb — x(X%) > poly) = Yi). 

Nach Schritt 1 k6nnen wir X und Y durch Xp und Yr ersetzen (E € KR geeignet 

gewahlt), so daS es dann zu jedem i € I einen Isomorphismus g;:X; — Yj; gibt 

mit fi = (gi)p. Fiir jedes 1,7 € I gilt Poy (9i(Xi .X;)) = pp. (YN Y;). Durch 

Ubergang zu Xg,Yp (E € ® geeignet gewahlt) kénnen wir nach (A.1) annehmen 

gi(Xi Xj) = Y, 0 Y; fiir jedes t,7 € J. Also induzieren g; und g; per Restriktion 

Isomorphismen 9j;:X;9 Xj; — YiNY; und 933: Xi;N X; — YN Y;. Ein letztmaliges 

Ubergehen zu einem geeigneten E € 9t und Anwendung von (i) liefert gj; = 9,; far 

alle 2,7 € I. Also verkleben sich die g; zu einem Jsomorphismus g:X — Y. Es gilt 

Cc 

  

gp = f. 

3. Schritt: X und Y beliebig. 

Wir setzen voraus, daf die Behauptung bewiesen ist, falls sich Y durch n offene 

affinoide Teilmengen tberdecken lat, und nehmen nun an, daf sich Y durch n +1 

offene affinoide Teilmengen Y},..., Yn+1 tiberdecken la8t. Wir setzen Z: = Y,U...UYy. 

Seien U und V offene quasikompakte Teitmengen von X mit Pp x(U )=f l(pp'y( Z)) 

‘4 
oq 

j
e
e
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i 
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und pp (VV) = fp: y(¥nt1)). Wegen PB, 1(U UV) = Xp kénnen wir ohne 

Binéchrdinkung aniiehmen U UV = : X (nach Ubéfgang aii gecigneteh FB & A): Nach 

Induktionsvoraussetzung und Schritt 2 kénnen wir atineliiiien, daf es Isomorphismen 

LU + Z und h:V - Yat gibt mit lp = f | pp'x(UV):pp.x(U) > pp'y(Z) und 
hp=f\lpp ‘x (V): Ppix(V) — Pp y (Yat). Wie im Schritt 2 zeigt man, daf nach 

Ubergang zu einem: geeigneten EER gilt: (UNV) = ZN Yas = A(UNV) und 

I] UNV =h|UNV. Also verkleben sich 7 und h zu einem Isomorphismus g: X — Y 

mit gp = f. 

(A.3) Sei X ein affinoider adischer Raum von endlichem Typ tiber Spa(A, D). Dann 

gibt es einen affinoiden adischen Raum Y von endlichem Typ tiber Spa (A, B), so da8 

X und Yp Spa(A, D)-isomorph sind. | 

Beweis: (2.4.9) 

(A.4) Sei X ein quasiseparierter adischer Raum von endlichem Typ tiber Spa(A, D). 

Dann gibt es ein & € ® und einen quasiseparierten adischen Raum Y von endlichem 

Typ tber Spa(A, £), so da8 X und Yp Spa(A, D)-isomorph sind. 

Beweis: Wir nehmen an, daf (A.4) gilt, wenn X durch n offene affinoide Teilmen- 

gen tiberdeckt werden kann, und nehmen nun an, da8 X durch n+ 1 offene affinoide 

Teilmengen Xy,...,Xn41 tberdeckt wird. Sei Z:= X 1U...U Xn. Nach Induktions- 

voraussetzung und (A.3) kénnen wir annehmen, daf es quasiseparierte Raume R und 

S von endlichem Typ tiber Spa (A, B) und Spa(A, D)-Isomorphismen f: Rp — Z und 

g:Sp > Xn41 gibt. Seien U und V offene quasikompakte Teilmengen von A und S 

mit ppia(U) = f-(ZO Xn41) und ppis(V) = 97M ZO Xngi). Sei hi pp'y(U) 

Pp, 13(V) die Komposition der beiden Isomorphismen f:f-UZ ON Xn41) ~ ZN Xn 

und g-!:ZN Xagi > gT(Z ON Xn41). Wegen pp AU) = Up und Pp.s(V) = Vp 

konnen wir nach (A.2 ii) annehmen, daf es einen Spa (A, B)-Isomorphismus I: U - V 

gibt mit h = Ip. Sei Y der adische Raum tiber Spa (A, B), der durch Verkleben von R 

und S langs / entsteht. Y ist quasisepariert und von endlichem Typ tber Spa(A, B) 

und Yp ist Spa(A, D)-isomorph zu X. 

(A.5) Sei X ein quasiseparierter adischer Raum von endlichem Typ tiber Spa(A, B), 

so da8 Xp affinoid ist. Dann gibt es ein E € K, so da’ Xx affinoid ist. 

Beweis: Nach (A.3) gibt es einen affinoiden adischen Raum Y von endlichem Typ 

tiber Spa (A, B), so da8 Xp und Yp Spa(A, D)-isomorph sind. Nach (A.2 ii) gibt es 

ein E € ®, so daB Xg und Yg isomorph sind. Deshalb ist Xp affinoid.
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(A.6) Seien X und Y quasiseparierte adische Raume von endlichem Typ tiber 

Spa(A;B) und f:X — Y ein Spa(A, B)- Morphismus, so da8 fp:Xp -+ Yp eine 

abgéschlossene Finbettung ist. Dann gibt es ein E € R, so daf fe: Xz — Yr eine 

abgeschlossene Einbettung ist. 

Beweis: Wir fihren den Beweis in drei Schritten. 

1. Schritt: X und Y affinoid. 

Sei g: Oy(Y) — Ox(X) der durch f induzierte Ringhomomorphismus. Nach (3.6.27) 

ist g eine Quotientenabbildung mit g(O}(Y) - D)¢ = (Of(X)- D)¢. Wir wahlen 

Qj,...,4n € Ox(X) mit OF(X) = Blay,...,an] . Sei E ein Element von , so daf 

aj € : (OF (Y)-&)¢ fir i= 1,...,n. Es ist dann g(Of(Y) - E)¢ = (Of(X) - E)* und 

deshalb fr eine abgeschlossene Binbettung, 

2. Schritt: X beliebig und Y affinoid. 

Nach (3.6.27) ist Xp affinoid. Nach (A.5) kénnen wir annehmen, da8 X affinoid ist. 

Die Behauptung folgt nun nach Schritt 1. 

3. Schritt: X und Y beliebig. 

Sei {Y1,..., Yn} eine offene affinoide Uberdeckung von Y. Nach Schritt 2 kénnen wir 

annehmen, daf alle Restriktionen von f f-1(U;) — U; abgeschlossene Einbettungen 

sind. Nach (3.6.25) ist f eine abgeschlossene Einbettung. 

  

(A.7) Sei X ein quasiseparierter adischer Raum von endlichem Typ iiber Spa(A, B), 

so da’ Xp separiert (wber Spa(A, D)) ist. Dann gibt es ein EF € ®, so da’ Xz 

separiert (tiber Spa(A, £)) ist. 

Beweis: (A.6) 

(A.8) Sei X ein adischer Raum. Mit Xy bezeichnen wir die Menge aller bB von X. Wir 

versehen X,y mit der Topologie, die von den Mengen der Form D(U, f,g):= {A € Xp | 

der Trager z von A liegt in U, f(x) € A und g(x) € At} erzeugt wird, wobei U eine 

offene Teilmenge von X und f,g € Ox(U). Jeder Morphismus adischer Réume 

f:X — Y induziert eine stetige Abbildung fy: X, ~ Yu, A fr(A). Ist f:X 3 Y 

eine offene Einbettung adischer Raume, so ist fy: X» — Yo eine offene Einbettung 

topologischer Raume. Mit den Methoden aus Kapitel 1 (insbesondere (1.3)) kann 

man zeigen: . 

Sei X ein affinoider adischer Raum. Dann ist Xy ein spektraler topologischer Raum. 

Fiir jede rationale Teilmenge U von X und jedes f,g € Ox(U) ist die Menge D(U, f,g) 

konstruierbar in Xy.
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(A.9) Sei X ein quasiseparierter adischer Raum von endlichem Typ tiber Spa(A, B), 

so da8 Xp eigentlich tiber Spa(A,D) ist. Dann gibt es ein EF € ®, so dai Xz 

eigentlich tiber Spa (A, &) ist. 

Beweis: Zunachst zeigen wir 

(1) Sei f: — S ein Morphismus adischer Raume, wobei S affinoid und f von 

endlichem Typ und quasisepariert ist. Dann ist Ry ein spektraler Raum und die 

Menge W:= {A € Ry | A hat kein Zentrum auf R und f,(A) hat ein Zentrum 

auf S} prokonstruierbar in Ry. 

Denn: Da R quasisepariert und quasikompakt ist, folgt aus (A.8), da® Ry ein spektra- 

ler Raum ist. Sei {U1,..., Un} eine offene affinoide Uberdeckung von R. Wir setzen 

T:= {AE Ry, | fy(A) hat ein Zentrum auf S}, #:= {A € Ry | A hat ein Zentrum auf 

R} und Hj:= {A € R, | A hat ein Zentrum auf R, das in U; liegt }(2 = 1,...,n). Es 
n 

gilt H = UJ H;,H CT und W = T\H.-Es gentigt deshalb zu zeigen 
tx] 

a) T ist prokonstruierbar in Ry. 

G) H; ist konstruierbar in T fir i =1,:..,n. 

Zu (a): Nach (3.11.9) gilt T = {A € Ry | f*(s)(supp (A)) € A fiir jedes s € Os(S) und 

f*(s)(supp (A)) € At fiir jedes s € OF(S)}. Aus (A.8) folgt, daS T prokonstruierbar 

in Ry ist. 

Zu (8): Sei t € {1,...,n} fixiert. Wir wahlen Elemente aj,...,am und b,...,dm 

von Op(U;), so da8 Og(U;) = Os(S)lar,-.-,am] und OF(U;) = OF(S)[bi,..-, bm] - 
Dann gilt H; = {A € T | supp (A) € Uj, a;(supp (A)) € A und 6,;(supp(A)) € At fir 

t=1,...,m}. Deshalb ist H; konstruierbar in T. 

Nach (A.1) und (A.8) kénnen wir (X¢)y als prokonstruierbare Teilmenge von Xz 

auffassen. Sei We C Xy die Menge {Q € (XF)» | Q hat kein Zentrum auf Xz und Q 

hat ein Zentrum auf Spa(A, F)}. Es gilt 

(2) We © We fir E, EE’ € RU{D} mit EC E' und 

Wp= () We. 

LER 

Dertn: Seien E, E’ Elemente von RU{D} mit EC E’. SeiQ € Wy gegeben. Da Q ein 

Zentrum auf Spa(A, E’) hat, hat Q auch ein Zentrum auf Spa(A, F). Angenommen, 

Q hat ein Zentrum z auf Xz. Sei U eine offene affinoide Umgebung von z in Xp. Da 

Ox (UN Xs) = Ox,(U), OX (UV AX) = (OFX, (U) -E')¢ und Q ein Zentrum auf 

Spa(A, E’) hat, hat Q ein Zentrum auf UN X , Widerspruch. Also gilt Wy C We.
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Wie eben gezeigt, gilt Wp C () Wr. Sei Q € () We gegeben. Ks ist dann 
; EER EER ; 

Q €(Xp)v- Da Q ein Zentrum auf Spa (A, £) fiir alle FE € What, hat Q ein Zentrum 

auf Spa(A,D). Q hat kein Zentrum auf Xp, da Q kein Zentrum auf X = Xz hat. 

Also () We C Wp. 
EER ; 

Nach (A.7) konnen wir annehmen, da8 X separiert (iiber Spa(A, B)) ist. Nach 

(3.12.2) ist Wp = 0. Fur jedes E € RU {D} ist nach (1) We prokonstruierbar 

in (Xg)» und damit auch prokonstruierbar in dem spektralen Raum X»: Nach (2) 

gibt es ein FE € R mit We = @. Es ist Xz eigentlich tber Spa(A, £) nach (3.11.9) 

und (3.12.2). 

(A.10) Sei X ein adischer Raum tiber Spa(A,B). Wir betrachten das kartesische 

Diagramm 

XD ~.Xx 

91 If 

Spa(A, D) — Spa (A, B) 

Es gilt 

i) Der Funktor F +4 p.F ist eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der qua- 

sikoharenten Ox,-Moduln von endlichem Typ und der Kategorie der quasi- 

koharenten Oy-Moduln von endlichem Typ. Der dazu quasiinverse Funktor ist 

Gr prG. 

ii) Seien F ein quasikoharenter Ox,-Modul von endlichem Typ und G ein quasi- 

koharenter Ox-Modul von endlichem Typ, die einander gemaf (i) entsprechen. 

Fiir jedes p € No gilt dann H?(Xp,F) = H?(X,G). 

iii) Seien F und G wie in (ii). Fiir jedes p € No sind die kanonischen Garbenmor- 

phismen u* A? iG — RPg.F und RP f.G — usRPg.F Isomorphismen. 

Beweis: (i) und (ii) folgen aus (3.6.2) und (3.6.20). (iii) folgt aus (ii) und den 

Uberlegungen aus dem Beweis von (3.6.17 i). 

Die Punkte (A.1) - (A.10) dienen uns fiir den Reduktionsschritt (a) in der obigen 

Beweisskizze. Die nachfolgenden Punkte (B.1) - (B.8) bendtigen wir fur die Beweis- 

schritte (c) und (d). 

Seien A ein Ring und J ein Ideal von A. Ein A-Modul M heift J-Torsionsmodul, 

wenn es zu jedem z € M einn € N gibt mit J/"-2 =0. Eine A-Modulpragarbe (bzw.



  

288 

A-Modulgarbe) G auf einem topologischen Raum X heift J-Torsionspragarbe (bzw. 

I-Torsionsgarbe), wenn G(U) ein J-Torsionsmodul ist fiir jede offene Teilmenge U von 

X. Ist G eine A-Modulgarbe auf einem noetherschen topologischen Raum X, so daf 

G(U) ein I-Torsionsmodul fir jedes Element U einer Basis der Topologie von X ist, 

so ist G eine [ -Torsionsgarbe. Ist G eine [-Torsionspragarbe auf einem noetherschen 

topologischen Raum, so ist die zu G assoziierte Garbe eine [-Torsionsgarbe. 

(B.1) Fur einen noetherschen topologischen Raum X gilt 

i) Ist G eine I-Torsionsgarbe auf X, so ist H?(X,G) ein [-Torsionsmodul fiir jedes 

peENo. 

ii) Sind G C F A-Modulgarben auf X, so dai #/G eine I-Torsionsgarbe ist, so ist 

coker (H?(X,G) — H?(X,F)) ein J-Torsionsmodul fur jedes p € No. 

Bewets: i) Fir jedes n € N sei Gp die Untergarbe von G mit G,(U) = 

{x € GU) | I™- x2 = 0}. Dann gilt Gr C Gazi und G = lim Gn. Da X noether- 

sch ist, folgt H?(X, g) = lim HP(X, Gn). Es ist I” - HP(X, Gu) = = 0 fir jedes n EN. 

ii) Es ist coker (HP(X, G) - — H?(X,F)) ein Untermodul von H?(X, F/G). Nach (i) 

ist H?(X, F/G) ein I-Torsionsmodul. 

(B.2) Seien B = aD Bm n ein bigraduierter Ring mit B = Boo[Bi,0 U Bo,1] und 

(m,n)EZ? 

M= QB Mm,n ein endlich erzeugter bigraduierter B-Modul. Dann gibt es ein 

(m,n)EZ? 

k € Z, so daf fiir alle (r,s), (x,y) € Z? mit min {k,r} <2 <rundmin{k,s}<y<s 

gilt My,s = Br—z,s—y . May. 

Beweis: Aus B = Bo o[B1,0 U Bo,1] folgt 

(1) Ban = 0 far me Z\No oder nme Z\No und Bmyn : Bpg —_ Bintp,n+q fur 

m,n,p,q € No. 

Sei d,,...,d; ein Erzeugendensystem von M tiber B mit dj € Mmj,n; fur 2 € L:= 

{1,...,}. Wir setzen k:= max{m,...,mj,n1,..., nz}. Seien (r,s),(2,y) € Z? 

mit min{k,r} < «<r und min{k,s} < y < s und f € My.» gegeben. Schreibe 

= S- bd; mit 6; € B. Wir konnen annehmen 0); € By—m,,s—n; fir 7 = 1,...,1. Sei 

ieL 

K:= {ieL|mz <r und nj < s} = {te L| m; < min {k,r} und n; < min {k, s}}. 

Nach (1) gilt f = S > bidi und la8t sich jedes 6; mit ¢ € K schreiben als Summe 

Ck
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von Elementen der Form c-d mit c € Br—z,s-y und d € Br—m;,y—n;- Hieraus folgt 

f € Br—a,s—y * Mz,y. 

(B.3) Sei A’ ein Komplex abelscher topologischer Gruppen. Die Differentiale von K- 

seien strikt und jedes K? habe ein abzahlbares Fundamentalsystem von Nullumgebun- 

gen. Wir versehen Z?(K*) und B?(K-) mit der Teilraumtopologie von K?, ZP((K-)4) 

und BP((K:)4) mit der Teilraumtopologie von (K?)4, und H?(K-) und H?((K')4) 

mit der Quotiententopologie von Z?(K:) + H?(K:) und Z?((K')4) — HP((k-)A). 

Dann ist H?((K-)‘) vollstandig und die kanonische Abbildung H?(K*) + H?((K-)4) 

setzt sich fort zu einem Ismorphismus (H?(K-))\ —> H?((K’)4). 

Beweis: Wir wenden [B], IIJ.2.12 Lemma 2 an. Alle in diesem Beweis auftretenden 

Abbildungen sind strikt. Aus der exakten Sequenz 

0 Z?(K’) > KP — KPt 

erhalten wir die exakte Sequenz 

0 > (ZP(K-)\\  (KP)h > (KPHYA, 

Also gilt 

(1) Z?((K-)*) = (2P(K))4. 
Aus 

KP-! —+» BP(K') > KP 

folgt | 

(KPo1)% —» (BP(K"))* <> (KP) 

und somit 

(2) Br((K-)*) = (Br). 
Aus der exakten Sequenz 

0 B*(K') — Z°(K’) > A?(K’) -0 

folgt die exakte Sequenz 

(3) 0 (BY(K))\ > (ZP(K))§ > (HP(K))* 0. 
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Aus (1), (2) und (3) folgt die Behauptung.. 

Fir die folgenden Punkte (B.4) - (B.8) fixieren wir einen noetherschen adischen 

volistandigen Ring A mit Definitionsideal J und ein formales Schema X, das eigentlich 

liber Spf A ist. . 

(B.4) Sei S = a Sn eine endlich erzeugte graduierte A-Algebra, so da8 der Ringho- 

nENo , 

momorphismus A -> So endlich ist, und sei M = QB My, ein graduierter Ox ®, S- 
. neEZ 

Modul, der quasikoharent und von endlichem Typ tiber Ox 4S ist. Ftir jedes p € No 

ist dann H?(X,M) ein endlich erzeugter S-Modul. 

Beweis: Fur den ersten Teil des Beweises kann man die Graduierungen von S und 

M vergessen. Auf S betrachten wir die Filtrierung (I*S),en, und auf H?(X,M) 

die Filtrierung (F*),en, mit FA: = ker(H?(X,M) - H?(X,M/I*M)). Fir jedes 

z € 1” hat man ein kommutatives Diagramm 

M—- M/I™M 

el | 
M — M/I™*"M 

Deshalb ist H?(X,M) ein filtrierter S-Modul. Seien gr(S):= & TFS/TF419 und 
kENo 

gr(H?(X,M)):= B Fk /FK+1 die assoziierten graduierten Objekte. Es gilt 
kENo 

(1) gr(H?(X, M)) ist ein endlich erzeugter gr(.S)-Modul. 

Denn: Sei S' die Vervollstandigung von S in der [S-adischen Topologie. Wir haben 

dann ein kartesisches Diagramm formaler Schemata 

YX 

{ oJ 

Spf S — Spf A 

Der Garbenmorphismus Ox — r,Oy setzt sich kanonisch fort zu einem Garbenmo- 

rphismus Ox @4 S — rxOy. Wir haben deshalb die Garbe M:= M @(0x@a8) Oy 

auf Y. Sie ist ein koharenter Oy-Modul. Auf H?(Y,M) betrachten wir die Fil- 

trierung (G*)zen, mit G*:= ker(H?(Y,M) > H?(Y,M/IFM)). Fir den durch r 

induzierten affinen Morphismus von Schemata q:(Y,Oy/I*Oy) — (X,Ox/I*Ox) 

gilt qx(M/IEM) = M/IKM und somit H?(X,M/IkM) = H?(Y,M/IFM). Also
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gilt Fk = t-1(G) fiir jedes k € No, wobei t: H?(X,.M) — H?(Y,M) die kanonische 

Abbildung ist. Deshalb ist gr(H?(X,M)) ein gr(S)-Untermodul von gr( H?(Y, M)): = 

ae) Gk /G*+1_ Nach [EGA], III. 3.4.4 ist HP(Y, M) ein endlich erzeugter S-Modul 

kENo ; 

und (G*)zen, eine I-gute Filtrierung von H?(Y, M). Deshalb ist gr(H?(Y, M)) ein 

endlich erzeugter Modul tiber dem Ring QB TFS /TF+1§ = gr(S). Da gr(S) eine end- 

kENo 

lich erzeugte S/IS-Algebra ist, ist gr(S) noethersch und deshalb ist gr( H?(X,M)) 

ein endlich erzeugter gr(S)-Modul. Damit ist (1) gezeigt. 

Wir wahlen Elemente a; € F*(),7 = 1,...,/, so da® die durch a; gegebenen Elemente 

ai € grgy(H?(X,M))(i = 1,...,2) den gr(S)-Modul gr(H?(X,M)) erzeugen. Sei 

N der von a1,...,a, erzeugte S-Untermodul von H?(X,M). Wir versehen N mit 

der von H?(X,M) induzierten Filtrierung (F*M N)xen,. Damit ist N ein filtrierter 

S-Modul. Es gilt | 

(2) Die kanonische Abbildung gr(N) — gr(H?(X,M)) ist surjektiv. 

Wir zeigen, daf bei geeigneter Wahl von a1,...,a; gilt N = H?(X,M). Nun kom- 

men die Graduierungen von S und M ins Spiel. Fiir jedes n € Z ist My ein qua- 

sikoharenter Ox-Modul. Nach [B], HI. 1.2 Cor. ist Mn ein Ox @a So-Modul von 

endlichem Typ. Da So endlich tiber A ist, folgt, daB M, ein koharenter Ox-Modul 

ist. Die Graduierung von M induziert eine Graduierung von H?(X,M), H?(X,M) = 

<s H?(X, Mz). Dadurch wird H?(X,M) zu einem graduierten S-Modul. Wir neh- 

neZ 

men an, daB die Elemente aj,...,a; von H?(X,M) homogen sind. Dann ist N ein 

graduierter S-Untermodul von H?(X,M),N = CD Nn mit N, = NO H?(X, Mp). 

n€Z 

Die Filtrierung von H?(X,M) ist mit der Graduierung von H?(X,M) vertraglich 

(d.h. jedes F* ist ein graduierter Untermodul von H?(X,M)). Deshalb ist auch die 

Filtrierung von N mit der Graduierung von N vertraglich. Sei ein n € Z fixiert. 

Fir jedes k € No gilt F*&M HP(X,M,) = ker(H?(X,Mn) > H?(X,Mn/IEMn)). 

Nach [EGA], II. 3.4.4 ist H?(X, Mn) ein endlich erzeugter A-Modul und die Filtrie- 

rung auf HP(X,M,) I-gut. Deshalb sind die von den Filtrierungen auf H?(X, Mn) 

und Nj induzierten Topologien von H?(X,M,) und Np vollstandig. Nach (2) 

ist gr(Nn) > gr(H?(X,Mn)) surjektiv. Mit [B], IN. 2.8 Cor. 2 erhalten wir 

Nn = H?(X,Mn). | 

(B.5) Seien S' eine endlich erzeugte A-Algebra und F ein quasikoharenter Ox @, S- 

Modul von endlichem Typ. Es gebe A-Untermoduln My C M C F, so daf gilt: 
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a) F wird als Ox @, S-Modul von M erzeugt (d.h. der kanonische Garbenmor- 

phismus M @, (Ox @, S) — F ist surjektiv). . 

b) M/Mg ist eine I-Torsionsgarbe. 

c) Mo ist ein koharenter Ox-Untermodul von F. 

Dann ist H?(X,F) ein endlich erzeugter S-Modul fiir jedes p € No. 

Beweis: Sei G der von Mo erzeugte (Ox ®4 S)-Untermodul von F (d.h. G ist das 

Bild des kanonischen Garbenmorphismus Mp @4S — F). Die exakte Garbensequenz 

0-G-F-F/G-0 

induziert die exakte Sequenz von S-Moduln 

H?(X,G) + H?(X,F) + H?(X,F/G). 

Es geniigt also zu zeigen, daB H?(X,G) und H?(X, F/G) endlich erzeugte S-Moduln 

sind. 

Zunachst zeigen wir, da’ H?(X,G) ein endlich erzeugter S-Modul ist. Sei L ein 

endlich erzeugter A-Untermodul von 5S, der das Einselement von $ enthalt und der 

S als A-Algebra erzeugt. Fiir jedes n € No sei Ly das Bild des Garbenmorphismus 

Mo 84 L® > F,m@s+> m-s ( wobei wir hier im Gegensatz zur Definition in (2.1) 

setzen L° = A). Auf kanonische Weise sind R:= Bp L” eine graduierte A-Algebra 
né€No 

und £:= B Ly ein graduierter Ox @a R-Modul. Nach Voraussetzung (c) ist £ ein 
n&ENo 

quasikoharenter Ox @4 R-Modul von endlichem Typ. Aus (B.4) folgt, da®B H?(X, £) 

ein endlich erzeugter R-Modul ist. 

Die Inklusionen £, <> G definieren einen Garbenmorphismus 

siL— G. 

Aufgrund der Wahl von L gilt 2" C ["+! fiir jedes n € No und S = U L", Dem 

nENo 
entsprechend haben wir Ln C £Ln41 fiir jedes n € No und G = lim£p. Die durch s 

n 

induzierte Abbildung 

t: GD H?(X;£_) = H?(X,L) + H?(X,G) = lim H?(X, Ln) 
n€ENo n 

ist surjektiv. Da s ein Garbenmorphismus tiber dem kanonischen Ringhomomorphis- 

mus R — S$ ist, ist t ein Modulhomomorphismus tber dem Ringhomomorphismus
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R-— S. Daraus ergibt sich, da8 H?(X,G) ein endlich erzeugter S-Modul ist. . 

Nun zeigen wir, da H?(X,F/G) ein endlich erzeugter S-Modul ist. Sei 

g:(M/Mo) @4 (Ox @4 S) + F/G der Ox ®, S-Modulhomomorphismus, der das 

folgende Diagramm mit exakten Zeilen kommutativ macht 

Mo @4 (Ox 84S) > M Ba (Ox @4 S) > (M/Mo) @a (Ox @A S)—0 

. id | | lg 

Mo @a (Ox @a 5) > Fo FIG —-0 

Nach Voraussetzung (b) ist (M/Mo) @4 (Ox @a4 5S) eine I-Torionsgarbe und nach 

Voraussetzung (a) ist g surjektiv. Deshalb ist #/G eine I-Torsionsgarbe. Da F/G 

ein Ox @, S-Modul von endlichem Typ ist, gibt es ein n € N mit 1"- (F/G) = 0. 

Dann ist F/G ein quasikoharenter Modul von endlichem Typ tiber der Ringgarbe 

(Ox/I"Ox) ®a S. Das Schema (X,Ox/I"Ox) ist eigentlich iber dem Schema 

Spec A. Deshalb ist H?(X, F/G) ein endlich erzeugter S-Modul. 

(B.6) Seien S eine A-Algebra, J ein Ideal von A, K ein endlich erzeugter A- 

Untermodul von S, M ein quasikoharenter Ox @,4 S-Modul und Mo ein koharenter 

Ox-Untermodul von M, so da8 K das Bild von J unter der Abbildung y: A > S$ 

enthalt und M/Mpo eine J-Torsionsgarbe ist. Fiir m,n € No bezeichnet J™K"™Mo 

das Bild des Garbenmorphismus Mp @4 J™K™® — M,m@®st++m-s (dabei setzen 

wir J9 = A und K® = ¢(A)). Sei p € Z. Dann gibt es ein r € No, so daf fiir alle 

m,n € No gilt: | 

im (H?(X,.M/J™+" K® Mo) = H?(X,M/JI™K®Mp)) C 

im (H?(X,M) > H?(X,M/J™K"™M)). 
Beweis: Fur jedes m,n € No haben wir die exakte Sequenz 

(*) 0 J™K"™"My — M > M/J™K"™ My - 0 

Wir setzen 

Renn: = JM, R= ab Rijn 

m,nENo 

Ninni = HP+1(X, I™K™Mo), N:= @ Mn 
m,n€No 

Qin: = im(H?(X,M/J™K"Mo) 

— HP(X,J™K"™Mo)), Q:= e Qm,n
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Auf kanonische Weise sind R ein bigraduierter Ring und F: = Ba —I™K" Mo ein bi- 
| | . .. eee __. m,n€Ng . 

graduierter Ox ®,4 R-Modul. Dadurcl wird N = H?+!(X, F) gu einem bigraduierten 

R-Modul. F ist ein quasikoharenter Ox @4 R-Modul von endlichem Typ. Indem wir 

die zu R und F assoziierten einfachgraduierten Objekte betrachten, folgt aus (B.4) 

(1) N ist ein endlich erzeugter R-Modul. 

Weiterhin gilt 

(2) Q ist ein bigraduierter R-Untermodul von N. 

Denn: Sei z € J™K™ gegeben. Wir haben das kommutative Diagramm 

M 5M 
(**) f of 

J3K'*My > JI™+8K™tt Mo 

Aus der exakten Sequenz (*) folgt Qa, =  ker(HPtl(xX,J¢K'Mo) 

— Hrtl(X,M)). Hieraus und aus dem Diagramm (**) folgt (2). 

Aus (1) und (2) folgt 

(3) Q ist ein endlich erzeugter bigraduierter R-Modul. 

Da M/Mpo eine J-Torsionsgarbe ist und y(J) GC KK, ist M/J™K™Mbo eine J- 

Torsionsgarbe. Deshalb folgt aus (B.1 i) 

(4) Zu jedem z € HP(X, M/J™K"™Mo) gibt es ein k €E N mit J*x = 0. 

Fur jedes s € No sei as: Rs — Roo die Inklusion. Fur jedes m,n,s € No sei 

3: Nm+s,n > Nm die durch die Inklusion J™+8K™Moy — J™K" Mo induzierte Ss . 

Kohomologieabbildung. 

Aus (3) und (4) folgt 

(5) Es gibt ein t € No, so daf ove( Rs.) -Q =0 fiir jedes 5 >t. 

Aus (3) und (B.2) folgt 

(6) Es gibt ein z € No, so daf fur allem,n, s € No mit m > 7 gilt: Qm+s,n = Rso-Qmyn- 

Fir a € Reo und z € Nmap gilt 83°" (a-2) = as(a)- 2. Deshalb folgt aus (2), (5) und 

(6) 

(7) Es gibt 1,¢ € No, so daf fir alle m,n, 8 € No mit m > i und s > ¢ gilt: 

Bs" (Qm-+s,n) = 0. | | 

Aus dem kommutativen Diagramm
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0- J™K*Mya-> Ma M/JI™K®My > 0 

Tid tT 
0+ I™*SK™ My > M—> M/JI™+8K"® My 0 

erhalten wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 

HP(X,M)—> HP?(X, M/J™K"™ Mo) > Ninn 

tT ty 
H?(X, M/J™t+5K" Mo) nd Qm-+s,n, 

wobei y die Restriktion von 3°" auf Qm+isn ist. Damit folgt aus (7): 

im(HP(X,M/JI™+sK"™My) — HP(X,M/J™K"™Mo)) CG im(H?(X,M) => 

HP(X,M/JI™K™Mo)) fir alle m,n, s € No mit m >i und s >t. Also gilt (B.6) fiir 

ri=itt. . 

(B.7) Die Situation sei wie in (B.6). Wir betrachten H?(X,M) als S-Modul und 

bezeichnen die Skalarmultiplikation mit -. 

i) Fiir alle m,n € Np gilt 

J™K" .im(H?(X, Mo) + H?(X,M)) C 
im(H?(X, J™K™Mo) + H?(X,M)). 

ii) Zu jedem m € No gibt es ein r € No, so daf fir alle n € No gilt 

_im(H?(X, J7K™Mo) > H?(X, M)) C 
J™K .itn(H?(X,Mo) > H?(X, M)). 

Beweis: Wir tibernehmen die Notationen aus dem Beweis von (B.6), wobei wir jedoch 

uberall p durch p — 1 ersetzen. 

Weiterhin setzen wir Pma:= im(H?(X,J™K"My) — HP(X,M)) und 

Pr= eB Pam. Aus dem Diagramm (**) im Beweis von (B.6) folgt 
m,neENo 

(1) Rn . Pst ¢ Pr+s,n-+t- 

Speziell fur s = ¢ = 0 ist (1) die Aussage (i). Nach (1) kann man P zu einem 

bigraduierten R-Modul machen. Aus-dem Diagramm (**) im Beweis von (B.6) folgt, 

daf die kanonische surjektive Abbildung N — P ein R-Modulhomomorphismus ist. 

Nach (1) im Beweis von (B.6) ist P ein endlich erzeugter R-Modul.. Mit (B.2) erhalten 

wir 
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(2) Es gibt ein a € No, so daf 

i) Pm+syn = Rso- Pm fir alle m,n,s € No mit m > a. 

ii) Pmn+s = Ro,s: Pmn fir alle m,n,s € No mit n > a. 

Sei ein m € Np fixiert. Es gilt 

(4) Es gibt ein r € No, so da’ Pon C Rin’ Po fir n =0,...,a. 

Denn: Sei n € No gegeben. Da J*K"™Mpo ein koharenter Ox-Modul ist, ist Pajn ein 

endlich erzeugter A-Modul. Nach (B.1 ii) ist H?(X,M)/Po,o ein J-Torsionsmodul. 

Deshalb gibt es ein 6 € No mit J°- Pan C Poo. Wegen (2 i) und y(J) C K folgt 

damit fiir r(n):=a+b+m+n 

Py(n),m = Roim-+n,0 . Payn = Rm+n,0 . Ryo . Pan Cc Rin+n,0 . Po,0 € Rm,n . Poo. 

Also.gilt (4) fir r: = max{r(0),...,r(a)}. 

Wir wenden (4) speziell fir n = a an und erhalten P,a C Rma- Poo. Damit gilt nach 

(2 ii) fir jedesn >a 

Prin = Ron-a ° Pra Cc Rona . Rima ° Poo = Ran . Poo. 

Mit (4) erhalten wir P,.n C Rmn - Po,o fir jedes n € No. Dies ist gerade die Aussage 

(ii) in (B.7). 

(B.8) Die Situation sei wie in (B.6). Sei & eine offene affine Uberdeckung von X, 

so daB M | U = M(U) ® (Ox | U) und Mo | U = Mo(U) @ (Ox | U) fiir jedes 

U el. Seien M: und M; die Cech-Komplexe von M und Mo zu der Uberdeckung 

U. Der Unterkomplex J™K"M, von M: ist der Cech-Komplex von J™K"Mpo zu der 

Uberdeckung Lf. Es gilt: Es gibt ein r € No, so daf fiir alle m,n € No 

ym MP 9 BP(M") C BP(J™K™M:). 

Beweis: Da X separiert ist, sind die Garben M, Mo, J™K"™Mo und M/J™K"®Mo 

V-azyklisch fiir jeden endlichen Durchschnitt V von Elementen von Uf. Deshalb laBt 

sich die Kohomologie dieser Garben als Cech-Kohomologie zu der Uberdeckung U 

berechnen. Der Komplex M:/J™K" Mj, ist der Cech-Komplex von M/J™K"Mpo zu 

der Uberdeckung A. 

Fir p < 0 ist die Behauptung klar. Sei p > 0. Zunachst zeigen wir 

(1) Es gibt ein r € No, so daf fiir alle m,n € No gilt
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m(ZP-1(M- J+" K® Ms) > ZP-1(M-/JI™K® M2) C 

im(Z?~?(M") > Z?-1(M'/J™K"M,)). 

Denn: Wir wahlen r € No so, dai (B.6) fir p—1 gilt. Seien m,n € No seaeben. Wir 

betrachten das kommutative Diagramm 

He-1(M/™+" KK" M;) > HP Me /I™K" M3) @- HP-1(M) 

pl 19 Te 

2PM / J+" K"M,) — Z?-1(M/I™K" MG) PM) 

t fT 

BP-1(M"/J™K"M;) — BP-1(M). 

Sei a € ZP-1(M'/J™+k"M)) gegeben. Zu zeigen ist, daB es ein x € ZP-1(M°) gibt 

mit o(a) = %(x). Nach (B.6) gibt es ein y € HP-1(M-) mit v(y) = y(p(a)) = (o(a)). 

Sei z ein Element von Z?-!(M°’) mit u(z) = y. Dann gilt n(o(a)) = n(¥(z)), 

oder n(o(a) — o(z)) = 0. Also liegt o(a) — (z) in BP-1(M'/J™K"M,). Wegen 

b( BP-1(M-)) = BP-1(M'/J™K"M,), gibt es ein w € Z?-1(M:) mit p(w) = o(a) - 

(z). Far c:=w+ze€ ZP-1(M’) gilt o(a) = p(x). Damit ist (1) gezeigt. 

Nun betrachten wir das kommutative Diagramm 

MP /gm+r KM? fe MP 

vt fA 

MP-isym Kaye! 2 ye-ispymtr nye) Ppt 

1 tf of 

ZP-1(M/J™K"M,) — 2-1( Me /I™"* Kk" M,) — 2PM) 

Sei ein a € J™+7 KK" M?.B?(M’) gegeben. Sei x ein Element von M?-! mit a = A(z). 

Wegen 0 = (a) = v(p(x)), liegt p(x) in ZP-1(M'/J™+"K"M;). Nach (1) gibt es ein 

y € ZP-1(M’) mit v(p(y)) = y(p(x)). Sei z:= «—y. Dann gilt y(p(z)) = 0, dh. 

ze J™K™M?'. Damit folet a = A(x) = A(x) — A(y) = A(z) € BP(U™K" M4). 

Fur die Beweise von (3.12.13), (3.12.14), (3.12.15) und (3.12.17) fixieren wir einen 

vollstandigen affinoiden Ring (A, At), einen noetherschen Definitionsring B von A, 

so da A endlich erzeugt tber B ist, ein Ideal J von A, ein Definitionsideal J von B, 

einen adischen Raum X, der eigentlich uber Spa(A, At) ist, und einen koharenten 

Ox-Modul F.
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Nach (A.4) und (A.9) konnen wir ohne Einschrankung annehmen, daf es einen adi- 

schen Raum f:Y — Spa(A,B) tiber Spa(A, B) gibt, so da® f eigentlich ist und 

Xao = Yao. Wir setzen G:= gxp*F, wobei p: X40 — X und g:Y40 — Y die Projek- 

tionen sind. G ist ein koharenter Oy-Modul (nach (A.10 i)). 

Sei W das affine Objekt der Kategorie K zu dem Paar von Ringen (A, B). Es gilt 

Spa (A,B) = t(W). Nach (3.12.6) kénnen wir annehmen Y = t(Z) und f = t¢(g), 

wobei g:Z — W ein Morphismus in K ist, so daB Az als Aw ®o, Oz-Modul von 

endlichem Typ ist und der zugehorige Morphismus formaler Schemata (Z,Oz) — 

(W, Ow) eigentlich ist. Sei y:t(Z) — Z der kanonische Morphismus in K. Wir 

setzen M:= y,G. Es ist M ein quasikoharenter Az-Modul von endlichem Typ (nach 

(3.6.20)). Nach (3.9.4) gibt es einen offenen koharenten Oz-Untermodul Mo von M. 

Die Garbe M/Mbo ist eine J-Torsionsgarbe. Da Az ein Aw @o0,, Oz-Modul von 

endlichem Typ ist, ist Mf ein quasikoharenter Aw @o0,, Oz-Modul von endlichem 

Typ. 

(C.1) Wir zeigen: 

a) HP(Y, db J"G) ist ein endlich erzeugter Modul tiber dem Ring GB J”, 

n€No n€No 

b) Fur jede rationale Teilmenge U von Spa(A,B) gilt H?(f-1(U),G) = 

H?(Y,G) @4 D, wobei D der Ring der adischen Funktionen auf U ist. 

Mit (A.10) folgt hieraus (3.12.14). 

» (C.2) Beweis von (a): Es ist y( QD J"G) = B JI"™M =:N. Nach (3.6.2) gilt 
n&ENo nENo 

Rip,( QD J"G) = @ Rig. JnG =0 fiir jedes i > 0 und deshalb H?(Y, GD J"G) = 
nENo n€No _ n€No 

H?(Z,N). Der Ring S:= BD J” ist eine endlich erzeugte B-Algebra. N ist ein 
n€No 

quasikoharenter Oz @g S-Modul. Wir betrachten M = J°M als Untergarbe von N. 

Der kanonische Garbenmorphismus M @0,@,4 (Oz @B S) — N ist surjektiv. Da M 

ein Oz ®g A-Modul von endlichem Typ ist, ist NV ein Oz @p S-Modul von endlichem 

Typ. Nach (B.5) ist H?(Z,N) ein endlich erzeugter S-Modul. 

(C.3) Beweis von (b): Sei U eine rationale Teilmenge von Spa(A, B). Wir schreiben 

U= R(), wobei s ein Element von A und T eine endliche Teilmenge von A ist, so daB 

T-A offen ist. Sei L: = T-B+s-B. Nach (2.3.10) ist J" C L fiir einn € N. Wir ersetzen 

I durch J" und haben dann J C L. Sei M, die Pragarbe auf Z mit M,(V):= M(V)s 

fiir jede offene Teilmenge V von Z. Sei 20 eine endliche offene affine Uberdeckung von
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Z. Die Kohomologie der Garben M und J™L" Mo laBt sich als Cech-Kohomologie 

zu der Uberdeckung 20 berechnen (man beachte (3.9.5)). Seien K*, M:, Mj die Cech- 

Komplexe von Ms, M, Mo zu der Uberdeckung M5. Der Unterkomplex 1”™L" M5 von 

M- ist der Cech-Komplex von I™L" Mp zu der Uberdeckung 20. Es gilt K’ = (M), 

und deshalb 

(1) He(K’) = H?(M’)s. 

Ist V ein endlicher Durchschnitt von Elementen von QU, so ist V eine affine Teilmenge 

von Z und M,(V) ein endlich erzeugter Modul tiber dem f-adischen Ring Az(V)s = 

Az(V)(4). Wir versehen M,(V) mit der f-adischen Topologie beziiglich Az(V)(4) 

und die Komponenten K? des Komplexes K" jeweils mit der Produkttopologie. Die 

Differentiale von K: sind dann stetig. Nach (2.3.33 iv) ist die Vervollstandigung 

(i')4 des Komplexes K: der Cech-Komplex von G zu der affinoiden Uberdeckung 

{p-l(V) N f-1(V) | V € WW} von f-1(U). Deshalb gilt nach (3.6.2): HP(Y,G) = 

H?(M:) und H?(f-1(U),G) = H?((K-)4). Also haben wir zu zeigen 

(* HOY) = HM) 4 A(=). 
Es gilt 

(2) Die Differentiale von K’ sind strikt. 

Denn: In der Lokalisation Ag haben wir den Unterring Bit |t € T]. Fur jedes 

m € No und jedes p € Z setzen wir Sh: = im(I™- B[t |t € T] @p M? > K?). Dann 

ist {S%, | m € No} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von K?. Sei ein 

p € @ fixiert. Sei d: Kp-! — kK? das Differential. Nach (B.8) gibt es ein r € No, so 

da8 . 

(3) [+ L" MP 0 BP(M:) © Be([™L"M,) fir alle m,n € No. 

Wir werden hieraus folgern 

(4) S?.,,.9 BP(K’) C d(S%,") fiir alle m € No. 

Damit ist dann (2) gezeigt. 

Zum Beweis von (4). In As haben wir die Mengen s~'L',i € No. Es gilt s-*ZL* C 

s~C+D 7441 und BlE | t € T] = U s~*L*. Dem entsprechend haben wir die 
: 1ENo o ; 

Teilmengen s~?/]™+" Li'M? von KP = (MP), mit s*I™+ LAMP C s—(+V) [mtr Lit] yp 

und S74, = U svm™trETiM?. Es gilt BP(K-) = BP(M’)s. Sei ein x € SPL 1M 
1ENo 

BP(K’) gegeben. Dann gibt es ein i € No,a € I™+"L'M? und b € BP(M:) mit  
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r=s a= sd, 

In M? gilt s'a = s!b fiir ein 1 € No und somit 

r= sg" 

mit n:= i+l und c= sla = slb € I™+L"M) 1 Br(M:). Aus (3) folgt c € 

BP(I™L™ Mj). Da s-"I™L" MP"! C SP, erhalten wir 

z= s—"c € s-"BP(IML"M-) = d(s-"I™L"MP~') C d(SP-1). 

Damit ist (4) gezeigt. 

Nach (C.2) ist H?(M’).(= H?(Y,G)s) ein endlich erzeugter Modul tiber Ag = A(4). 

Wir versehen H?(M-), mit der f-adischen Topologie beziiglich A(£). Auf Z?(K’) 

betrachten wir die Teilraumtopologie von K? und auf H?(K-) die Quotiententopologie 

von ZP(K') + H?(K-). Dann gilt 

(5) Der Isomorphismus g: H?(i') — H?(M:), aus (1) ist ein Hom6omorphismus. 

Denn: Sei P:= im(H?(Mj) — H?(M:)). Nach (B.1 ii) ist H?(M:)/P ein I- 

Torsionsmodul, d.h. P ist offen in der f-adischen A-Modultopologie von H?(M’). 

Weiterhin ist P ein endlich erzeugter B-Modul. Deshalb ist {Pm | m € No} mit 

Pm: = im(I™- B[E | t € T]@g P > H?(M-).) ei Fundamentalsystem von Nullum- 

gebungen von H?(M-),. Es gilt 

(6) Pm = |) s-*I™L'P fiir jedes m € No. 
1€No 

(7) Sh. Ze(K’) = |] s-*ZP(I™L'M;) fiir jedes m € No. 
tENo 

Begrindung von (7): Wir haben Sh, = UJ s7I™LiM?. — Deshalb gilt 
t€No 

U s-*ZP(I™L'M,) © S? 9 Z(K’). Sei ein x € s~1I™L!M? ON ZP(K’) gegeben. 
2E€No : 

Schreibe z = s~'a mit a € J™L'M?. Es ist s~*d(a) = 0, wobei d: MP? — MP+! das 

Differential ist. Es gibt ein 1 € No mit d(s‘a) = 0. Dann gilt z = s-"b mit n:=2+1 

und 6: = sla € J™L"M} 1 Z?(M-) = ZP(I™L"M)).. 

Sei Tm das Bild von Sh,.9 Z?(K-) in H?(K:). Dann ist {Tm | m € No} ein Funda- 

mentalsystem von Nullumgebungen von H?(K:). Aus (7) folgt 

(8) 9(Tm) = U s~?-im(H?(I™L'M,) > H?(M:)) far jedes m € No. 
tENo
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Wir vergleichen nun (6) und (8). Nach (B.7 i) gilt Pm © g(Tm) fiir jedes m € No und 

nach (B.7 ii) gibt es zu jedem m € No ein r € No mit 9(T,) © Pm. Also gilt (5). 

Aus (B.3), (2), (5) und (2.3.33 iv) folgt H?((K-)4) = (H?(K:))4 = (H?(M:)5)4 = 

H?(M") @a A(#). Damit ist (*) gezeigt. 

(C.4) Beweis von (3.12.15): Gemaf (3.8.11) und (3.9.3) sind I'(Y,G) und ['(Z, M) 

topologische A-Moduln. Unter der Identifikation T'(Y,G) = I'(2,M) stimmen diese 

Topologien tberein. Da Mo ein offener koharenter Oz-Untermodul von M ist, ist 

{'(Z,1™Mpo) | m € No} ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen von I'(Z, M). 

Trivialerweise gilt 1™-I'(Z, Mo) CI'(Z,1™Mo) fiir jedes m € No. Nach (B.7 ii) gibt 

es zu jedem m € No ein r € No mit I'(Z,I™Mo) C I™-T(Z, Mo). Da I(Z, Mo) 

ein endlich erzeugter B-Modul ist, folgt, da® die Topologie auf [(Z, M) die f-adische 

A-Modultopologie ist. Mit (A.10) erhalten wir (3.12.15). 

(C.5) Beweis von (3.12.17): Wir setzen nun speziell J = J.-A. Nach (C.1) ist 

HP(y, ) J"G) ein endlich erzeugter Modul tiber dem Ring <) J"®. Analog zu 

nENo n€No 
(B.6) und (B.7) folgt hieraus 

(1) Es gibt ein r € No, so daf fir alle m € No gilt 

im (H?-1(Y,G/JI™+G) — HP-1(Y,G/JI™G)) C 

im (H?-1(Y,G) + H?-1(Y,G/J™G)). 
(2) a) Fiir alle m € Np gilt 

J™. HP(Y,G) Cim(H?(Y, JG) + H?(Y,G)). 

b) Es gibt ein r € No, so daf fir alle m € No gilt 

im (H?(Y, J™47G) — HP(Y,G)) C J™ - HP(Y,G). 

Sei U eine endliche Uberdeckung von Y durch Mengen der Form y~1(V), wobei V 

eine offene affine Teilmengen von Z ist. Sei G:' der Cech-Komplex von G zu der 

Uberdeckung {. Entsprechend wie in (B.8) folgt aus (1) 

(3) Es gibt ein r € No, so da8 fiir alle m € No gilt 

J™+"GP ) BP(G’) C BP(J™G’). 

Aussage (2) la8t sich umschreiben in 

(4) a) Fur alle m € No gilt
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J”. HP(G) C im(H?(J™G) > H?(G)). 

b) Es gibt ein r € No, so daf fiir alle m € Np gilt 

im (H?(J™+*G") + H?(G")) C I™- HP(G’). 

Sei g:Spa(D, D+) — Spa(A, B) ein adischer Morphismus adischer Raume. (Wir 

nehmen an, dab D vollstandig ist.) Sei G @ D die Pragarbe auf Y mit (G @ D)(U) = 

G(U) ®, D fir jede offene Teilmenge U von Y. Sei K° der Cech-Komplex von G @ D 

zu der Uberdeckung {. Ist U ein endlicher Durchschnitt von Elementen von LU, so 

ist U affinoid und (G ® D)(U) ein endlich erzeugter Modul tiber dem f-adischen Ring 
t 

Oy(U) @,4 D = Oy(U) ®a D. Wir versehen (G ® D)(U) mit der f-adischen Topologie 
t 

beziiglich Oy (U) ®4 D und jede Komponente K? von K: mit der Produkttopologie. 

Die Differentiale von A’ sind dann stetig. Sei 

SY 

Lo olf 

Spa(D, D+) —+ Spa(A, B) 
g 

das Faserprodukt zu f und g. Nach (2.3.33 iv) ist (J0-)4 der Cech-Komplex von r*G 

zu der affinoiden Uberdeckung {r-!(U) | U € 4} von S. Deshalb gilt 

(5) HP((K-)4) = HP(S,r*G). 

Wir nehmen nun an, da$ die Topologie von D adisch ist. Sei V eine offene af- 

fine Teilmenge von Z. Der Ring Oy(y-!(V)) = Az(V) ist ein endlich erzeugter 

Oz(V) @p A-Modul. Deshalb hat Oy(y7!(V)) Qa D einen Definitionsring, tiber 

dem Oy(y-!(V)) 8 A D ein endlich erzeugter Modul ist. Daraus folgt, da die To- 

pologie auf Oy(y-1(V)) 4 D, und damit auch die Topologie auf (G ® D)(p-!(V)), 

die J-adische Topologie ist. Wir erhalten 

(6) Die Topologie auf K? ist die J-adische fir jedes p € Z. 

' Wir nehmen nun weiterhin an, daf D flach iber A ist. Wegen Kk’ = G’ @y4 D folgt 

dann aus (3) und (4) 

(7) Es gibt ein r € No, so daf fiir alle m € Np gilt 

J™+7 KP 1 BP(K’) © BP(U™K’). 

(8) a) Fur alle m € No gilt
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J”. HP(K:) C im(H?(J"K") > H?(K)). 

b) Es gibt einré No, so da fiir alle m € No gilt 

im (H?(J™+" K-) + H?(K')) C J™. H?(K’). 

Fir jedes p € Z versehen wir H?(K*) mit der J-adischen Topologie und Z?(K-) mit 

der ‘Teilraumtopologie von K?. Aus (6) und (7) folgt, da® die Differentiale von K° 
strikt sind, und aus (6) und (8) folgt, daf die Abbildung Z?(K:) > H?(K-) eine 
Quotientenabbildung ist. Mit (B.3) und (5) erhalten wir 

(9) (HP(K-))* = HP(S,r*G). 
Da D flach tber A ist, gilt H?(K") = H?(G')@4D) = H?(G:)@,4D = HP(Y,G)@,D. 
Da D vollstandig und H?(Y,G) ein endlich erzeugter D-Modul ist, folgt (H?(K:))* = 
H(Y,G) ®a D ( nach (2.3.33 iii)). Mit (9) erhalten wir das Ergebnis 

H?(Y,G) ®a D = H?(S,r*G). 

Zusammen mit (3.12.13) und (A.10) folgt hieraus (3.12.17). (Man beachte, daf— 

man fiir den Raum S in (3.12.17) nach Ubergang zu geeigneten offenen affinoiden 

Teilmengen, die $ tiberdecken, annehmen kann, da$ Og(S') noethersch ist.) 
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